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1 MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN 5

1 Mathematische Grundlagen
1.1 Metrische Faktoren

Fiir die metrischen Faktoren h; und die Einheitsvektoren €; sowie fiir das vektorielle Wegelement dr,
die Fléchenelemente dA; und das Volumenelement dV gelten folgende Beziehungen:

Lo |or o _Lor
v 8u1 v hl 8’LL1
dr = Z dulhlé} = du1h1€1 + du2h2€2 + dU3h3€3
dA_:Z = Hdujhjé'i z.B. firi=1 dA_:l = dUQthU3h3€1
J#

dv = Hduihi:duldquu;ghlhghg

(3

In Zylinderkoordinaten ist dann der Ortsvektor

T 0COS
=1y ] =1 osingp mit u; =0, ug = @ und ug = z
z z

sind die metrischen Faktoren

o7 cos
h=h, = 8‘: sing || = \/eos2p + sin? o = 1
e 0
o7 —psingp
ha =h, = (990‘: 0COS :\/92(s1n2<,0+0052cp)zg
0
0
a—#
hg=h, = 82‘: oll=1
1
lauten die Basisvektoren
A
€1l =€, = ——— = |sinyp
¢ he O 0
1 o7 1 osin @ —sing
€a=¢€, = ———=—| pcosp | = | cosp
L vor (o
e = € = —_—
3 i h, 0z 1

und gilt fiir das Wegelement, die Flachenelemente sowie das Volumenelement

dr = do€, + odpé, + dze,
A4, = odpdzé, dA,=dedzé, dA, = pdodyp é.

dV = pdedpdz
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Analog berechnet man in Kugelkoordinaten den Ortsvektor

T r cos @ sin v
=1y ] =|[rsinpsind mit uy =7, upo =¥ und ug = ¢
z rcos v
die metrischen Faktoren
oF cos @ sin v
hi=h, = 6’_ sin @ sin ¥ :\/sin219(0052<p+sin2g0)—i—cosQﬁ:l
" cos v
oF r cos ¢ cos ¥
he = hy = (%1’— 7 sin ¢ cos Y :\/r2008279(c082g0+sin2<p)+7“25in279:r
—rsind
o7 —rsin @ sin ¥
hy =h, = 70l = r cos sin v :\/r2sin279(sin2g0+cosz<p):rsinﬁ
v 0

die sphéarischen Basisvektoren

1 o7 cos @ sin v

e =¢é = ——=|sinpsind
1 ' hr 0 cis )
o 1 or 1 rgosgocosﬂ c.oscpcosﬁ
€p=€ = ——=—|rsinpcos?d | = | sinpcosv
ho 00 v —rsin —sind
1 oF 1 —7 sin ¢ sin ¢ —sin g
e3 =€, = —— = cospsind | = | cos
= hy,0p  rsind reos@ s v

0 0

sowie Wegelement, Flachenelemente und das Volumenelement
dr = dré, + rddéy + rsinddpe,

d4, = r’sin ddidyp e, dAy = rsin ddrdep €y de, = rdrdd €,

dV = r%sind drddde

Weiterhin gilt fiir die Weg-, Fliachen- und Volumenelemente der im Aufgabenheft abgebildeten Geo-
metrien (von oben nach unten sowie von links nach rechts):

(kartesisches) Flichenelement dA = dady é,
(kartesisches) Volumenelement dV = dzdydz
Wegelement (Polarkoordinaten) dr'= ody €,

Fldchenelement (Polarkoordinaten) dA = ododyp €,
Fldachenelement (Zylinderkoordinaten) dA = odpdz €p
Volumenelement (Kugelkoordinaten) dV = 7% sin ¥drdpdy

Flachenelement (Kugelkoordinaten) dA = r?sin Jdedd e
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1.2 Koordinatentransformation fiir eine Vektorfunktion

Eine Transformation der gegebenen Vektorfunktion

—

- x2 + y?

erreicht man durch Einfiihrung von Zylinderkoordinaten mit x = gcosp, y = gsinp und z = z.
Ortsvektor und Basisvektoren lauten damit

T 0COS €x = COS €y — sin e,
F=1y]| =1 osing ¢y = sin e, + cos pé,
z z €, = e,

sodass fiir die Funktion schlieklich folgt

(— osin ¢ (cos €, — sin pe,,) + o cos ¢ (sin pe, + cos pé,,) )
0% (cos? ¢ + sin? )

F(F) =

g( — sin ¢ cos Y€, + sin? @€, + sin ¢ cos €, + cos? goap)
2
%

(sin® ¢ + cos® p) €,

e

€y

| =
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1.3 Wegintegral einer Vektorfunktion
Die Vektorfunktion ﬁ(f') sowie die orientierten Wege W7 und Wj sind gegeben durch

Y
F(r) = yéy—xé+ (x+y+2)e. = -z
r+y+z
1 x
Wy: ) = é+te.=|0]=1y te[0;1]
t z
. cos(t) x
We: o 7(t) = cos(t)és +sin(t)é, + & = | sin(t) | = |y t € [0;27]
t
5= z

Das differentielle Wegelement d entlang des Weges W1 bestimmt man zunéchst aus der Ableitung des
entsprechenden Ortsvektors ¥ nach dem Parameter ¢ und anschliefsendem Umstellen. Es gilt

a9
ar (Y
1

Einsetzen in die jeweiligen Wegintegrale liefert dann

. 1 0 0 1 t2 1 1 3
/F(F)df = / -1 0 dtz/(1+t)dt:|:t+2:| :1+§:§
W o \1+0+¢t/ \1 5 0
1 0 0 1/ “A\1" /-1
/ﬁ(f‘)xdf’ = / -1 x |0 dt:/ 0 |dt=||Ch =| 0| =—-¢é
W o \1+0+t 1 0 0 Cao/ 1, 0

Fiir den Weg W5 folgt das vektorielle Wegelement hingegen aus

4 — sin(t)

— = cos(t

ai s(1)
21

Die beiden Wegintegrale berechnet man damit unter Beachtung der Integrationsgrenzen zu

. n sin(t) —sin(t)
/ F(r)dr = / —cos(t) cos(t) | dt
Wo 0 \cos(t) +sin(t) + 5= =
271

= / <— (sinQ(t) + COSQ(t)) + %(Cos(t) + sin(t)) + (27()2> dt
0

t2 27 1
- [—t + — (sin(t) + cos(t)) + S|, T T3 27
2n Sin(t) — sin(t)
/ F(f) x dFf = / — cos(t) x | cos(t) | dt
W o \cos(t) + sin(t) + ﬁ %
2 [ —cos(t) [LE + cos(t) + sin(t)] -7
)

= / —sin(t) [LE + cos(t) +sin(t)] | dt=...=[1-mn
0 0
0
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1.4 Differentialoperatoren - Definition, Rechengesetze und Spezialfille

Fiir die Differentialoperatoren Gradient, Divergenz, Rotation sowie den LAPLACE-Operator gelten
folgende Darstellungen in kartesischen, Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten (hierbei sei ®(7) ein Skalarfeld
und F'(7) ein Vektorfeld):

iy
- % 0P 0P 0P
N _ (o) _ 9%, 0P, 0P,
grad ®(7) = VO(r) = (g ) 8xew+ 6yey+ 5, ¢
0z
_ 82—’ _1_187@" _’_82_’
B 8969 Q@cp% 9z
_ 67(1)—’ _*_187@" + 1 aiq)"
T T i e rsinﬁ@go%
2\ (F
. . x x 0F, O0F, OF.
vE(rR) =V FM)=|%||F]| = == Y :
div F(r) = V- F(T) (%%’) (Fy) 9 By + 5
& z

1 0(oF, 10F, OF,

L (0F)) + -2

o Op o Op 0z

1 9(r*Fy) 1 O(sindFy) N 1 OF,
rZ2  Or rsingd  9Y rsind dp

2 F, & & €

Wt B = UxEM=|2|x[F|=|2 2 2
- - %y Yy ] — |ox Jy 0z

2 F, F, F, F.

(R OR)\, (0 OR\ . . (OF, OF,
N oy 92 ) 0z ox )Y oz oy ) ©
10F, 6F¢> ) (aFg OFZ) } <1 d(oF,) 1 8FQ> }
= |- ——= e+ | = - €y + | — - = €,
(@ dp 02 )¢ o \e 90 00y

0z 00

B 1 I(sindF,) OFy\ _ 1 OF. 10(rky) é’—i—l Arky) OF.\
~ rsind 09 oy r rsind dp r Or K or a9 ) ¢

o] o
NG = divigrad®) =Y (Vo@) = (253) (f’)
7] \od
0z 0z
Re 020 0%
Ox? + Oy? + 022
10 [ 09 1 0%  0%®
290 (%) 2o " 92

L9 (L0019 (. 00\ 1 5
= ——|r*— [ sin— —_—
2ar \| or r2snd a9 \" " a9 2 sin? ¥ Op?
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Die Rechenregeln fiir den Gradienten lauten

O(cP) C@ 9P
ox gw z
grad(c®) = 6(55) =] =c| % | =cgrad®
O(cP) Cﬁ o
Gl 0z 0z
6@};%) 00y 0Py
T ox ox
grad(®, + ®2) = a(@g_;@z) =22 ] + 851)2 = grad ®; + grad &,
B(®y 10,) 0%, 9%,
9z 0z z
6(<I>81<I>2) %'qb 031 %
X T X
grad(®; - ®2) = 8(<I>81y<1>2) = %2;1 Dy | + | Dy 65?2 = ®9 grad ®; + P, grad o
wifen)  \&a) ey 8B
Als Rechenregeln fiir die Divergenz ergeben sich
3@ cF,
- * OF, OF, OF. -
div (cF) = aj cky | =c i Y ) =cdivF
4 Ox oy 0z
5 cF,
o)
== Fiz + F
S o 9% le T 72w OF, O0Fy, OF OFy, 0F,, OF.
div (Fl + Fz) = % Fiy+ Py | = < a.: a;y 8;) + < 8;”” 8;’ a?)
ER Flz + F2z
= div ﬁl + div .ﬁz
%\ (25 s OF, 0 OF, 0% OF
i @ﬁ) = |2 |ep|=m+022 T 108y T 4 922
d1v( %” Y ox =t 8x+8y vt 8y+8z = 0z
5 OF,
90\ /F,
z * F F, F. - -
= | 2| |F |+ OF, | OF, A OF =grad® - F + &div F
g y Ox 0 0z
2% F Y
0z z
. 5 % FlyFQz_FleQy
div (Fl x FQ) = |y | | Fiofe = s
9z FlazFZy_FlyFQx
8F1Z 8F1y 8F1z 8F12 GFly ale
[ oy 0z 2+ 0z Oz 2+ oz y 2
0Fyy  0Fy, 0Fy, 0Fy, 0Fy, 0Fyy,
— F — F — F
+ [ 0z oy lo Ox 0z ty dy ox 1z
o) el o)
= ]|z 3 o Py llos o5 o=
Fs, Fi, Fly Fi, Fi. Fy, F2y Fy,

ﬁg I‘Otﬁl - ﬁl rotF_E
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Fiir die Rotation gelten schlieflich die Rechenregeln wie folgt
- o S OF, or, OF, _ OF,
N I L I b A N .
rot (cF) = |9z oy 9:|= ca%m c(?g =c 88?% ({597; = crot F'
clk, cF, cF, T G -G
> > - oF, _ OF, OF,, _ OFy,
. YA S S N i o O O o R
ot (A+R) = | & & & |- B =Sl | o | S =2 | = xot Fy 4 xot F
Fiot+Foe  Fiytsy,  FiAFs, 6;“’ —% 8;1; — %
- R S oL oF, _ 0% OF,
€& & e 2§@+¢%‘”$@—®3f
7y — | 9 9 9 |_ 19 oFy _ 0% _ pIF:
ot (0F) = | & & &= G T+ D - RF, - 04
®F, ®F, OF, 9L, + 05 — @Fx _® -
o L oF. OF
oy = — 9.y 7@‘?? B B
= | 2R -2F | +& |2 -9 | —grad® x F + ®rot F
gﬁ _ 0% oF, oF.
F F =y _ 9Ly
ox™ Y oy~ < ox dy
el
o FiyFo.—F1,Fyy Fi, OFy, OFy, OF. Fig 9 Fy,
rot (Fl XF2> = rot FlZFQm—FleQZ = Fly ( o ayy 92 )— Fly @ ng
Fl:cFZy_FlyF2x Fl Flz 9z F2z
o
F = F F
2x ag 1z 2z aFM 8F1y aFlz
| £ @ A I Ox oy 0z
FQZ 92 Flz F2z

Fy (div ) — (FY) B+ (BV) A - B (div )

Bei wiederholter Anwendung der Differentialoperatoren sind folgende Rechenregeln zu beachten

div (grad @)
rot (grad @)
div (rot F )

rot (rot ﬁ)

i} 0 ek
z 9 % ?®  9*°® 0%
5 4 5% Ox Oy 0z
0z 0z 0z
5P 5P o - — 92®  9%®
oz O Cx Cy €z oyoz 020y 0
gcb | _ |19 9 9| _ | &% #?e | — (o]l =0
oy | X\ oy | =loz 9y 92|~ | 5zo0 ~ om0z | =
b ek 00 06 oo 7o _ o 0
0z 0z oz Oy Oz 0zdy ~ Oydz
0 OF, _ OFy
Y\ | ot _OE | _ O°F: K, K, 0°F.  O*F, R _
Wl = Oxdy  0xdz  Oydz Oydxr 020z D20y
0z 0 Oy
2 2 2 2
OF, OF, 0°Fy  9?F, 0%F, | 9°F
2 oz — S 90y 02 92 | 0w0s
D) |0k _or | _ | @k _0°F, _&°F, L O°Fy
6{;} 88FZ ox Oyoz 022 Ox2 0zdy
£ Oy _ OFy 9°F, 0°F, O°F, +62Fy
? oz Yy 0zdz  Ox2 oy T Oyoz
9*F, | 0°F, 9°F, | 8°F, 9°F, | 0°Fy | 8°F, 9%F, | 0°F, | 8°F,
920y T 020 o T ot 92> + ooy T 0z0% o2 T o T a0
92F, +82Fz . 82Fy 82Fy _ 92 F, +82Fy +82Fz _ 82Fy +62Fy +82Fy
Ozdy * Oyoz Q2 + @22 0zdy ' dy? ' Oyoz Ox2 Jy? 022
9°F, | 0%F, O°F | O°F; 82F, , O°F, |, 92F, O°F, | O°F, +82Fz
0z0z ' Oydz 2 dy? 0z0z + Oydz + 022 oz? dy? 022
)
%\ (0F, OF, OF 2 o 2 [
9 T4y 2l =—4+—+—— F, :grad<divﬁ)—Aﬁ
% ox Oy 0Oz 0x?2  Oy? 022 Y
oz Fe
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Spezialfille der Anwendung der Vektor-Differentialoperatoren sind

o)
r 2 2y 22 1\ 7
dr — o /2.2 2t > > 7 - = - _
gradr %y r+y +z 2F6$+2 r—".€y+2 —c = z ,
oz
o, .. L T
= E(r)er:er—;
9 x
gadl % 1 2 2y 2z 1 T
T _ = a5 = _— = —_—— y —
r 6& Va2 +y? + 22 PN W R Worss r 5 ré
0z
a1\, 1. 7
= o) e s
R
N 5 or Oy 0z
d = = =—+—+ =3
o %y Ox 8y+82
oz
10,5 3r?
= g )=y e
7 . 1 3 0 /1), 3 .3 3 3
leT3 = dl_\;'f‘ T3+r grad<rg>—73—1—%87“(7“3)67"—7“3—7“7“4&—7“3 r3:O
A(lnr) = div(grad(Inr)) = div 2(lnr)f?r = div & = div r
or r r2
v W(LY_B3 0 (1y._3_ 2. 3 2 1
R AR V) IR T Ve Kt i Lt it
rotr = @ X Y = |5z dy Oz = 372 gi = 0 =0
X
o - = ¢ 9
Cyz — CY Vg €x €y € %y; %
o _ _ o 9 o) _ | o _ b
rot (€x7) = rot [z —cez | =10t [0y | = |57 5 72| = P o
Czl — CyX U Uy Uy U %_%L;
cx — (—¢z) Cy
= cy—(—¢y) | =2 ¢y | =2¢
¢, — (—cz) Cs
rot (f(r)r) = gradf(r)><F+f(7“)-rot7_":g(f(r))€ X T
~~  Or "
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1.5 Oberflachenintegral einer Vektorfunktion
Gegeben ist ein Vektorfeld F(7) durch

F(7) = 2%&, + y%e, + 2%e. = | ¢
A

Das Integral iiber die Oberfliche des Einheitswiirfels berechnet sich unter Nutzung des GAUSSschen
Integralsatzes geméfs

div F(7) = ﬁ-ﬁ(f’):(ixz—i—(%yQ—i—izz:%x—i—y—i—z)
1 1 1

#ﬁ(f‘)dﬂ = ///dwF VAV = 2///m+y+zdxdydz
ov \%4 0 0 0

11 1 ) 1
= 2//( +y+z>dydz:2/1+z [z—i—z] =3
0
00 0

1.6 Berechnung der Skalarfunktion einer Vektorfunktion 1
Damit das Vektorfeld

z+2y+az
V(r) = (x + 2y +az)ey + (bx — 3y — z)éy + (4o +cy +2z)e, = | bx —3y — 2
4x + cy + 2z
wirbelfrei ist, muss die Rotation
R . o gz é:y gz Vfgy - Véz c+1
rot V(i) = VxV@) =% & &l=[(Vie-Va|=[a-4
Vi Vo V3 Vow — Viy b—2
verschwinden. Dies ist der Fall, wenn die Konstanten a =4, b = 2 und ¢ = —1 sind. Die zugehorige
Skalarfunktion ®(7) bestimmt sich nun aus dem Gradienten
grad ®(r) = VO(r) = % = (W] =V
o)
S V3
wie folgt
0P x?
o, = B r+2y+4z = P(x,y,z)= [ Pydz = 5 +2(y + 22)z + C1(y, 2)
x
0P , !
=5, = 20+ C1(y,2) =20 -3y—z = Ci(y.2) Ci(y, 2) =—*y — 2y + Ca(2)
0P , !
@Z:a— = dox—y+Chz)=4dr—y+22z = Csz Cy(2)dz = 2> + K
z
Lo 39 o :
O(x,y,2) = o —-y*+ 2"+ 2zy+4dez—yz+ K mit K € R

2 2
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1.7 Berechnung der Skalarfunktion einer Vektorfunktion 2
Das gegebene Vektorfeld
2xy32* + 2
V() = 2ay32* + 2)&, + (32%y?2he, + (4a?y®23)e, = [ 322922t
4$2y323

ist ein Potentialfeld genau dann, wenn es wirbelfrei ist, d.h. wenn die Rotation

€x € € Vay — Vau 12229223 — 12229223
rot V() = VxV(F)= a% a% % = | Vi, —Va | = 8zxy323 — 8ry323
Vi Vo V3 Vaz — Viy 6zy%2t — 6xy?2t

verschwindet. Die Berechnung des Potentials erfolgt analog zu Aufgabe 1.6. Das Vektorfeld ist wiederum
iiber dessen Gradienten

0P Vi
- T | 1 _
grad ®(7) =Ve(M) = | 52 | = | Va | =V (7)
g2 V3
0z

definiert. Konkret erhalt man hieraus nun

0P
b, = e 2ry3t +2 = B(r,y,2) = /Q)xdx = 22yt + 22 4+ Ci(y, 2)
x
0P 2,2 4 ! L 9.2,2 4 /
<I>y:8—y = 3x7y 2"+ C1(y,2) =3z7y°2z" = Ci(y,2) = | Ci(y,2)dy =0+ Ca(z)
0P
o, = 5 = 42323 + Ch(2) = 422323 = Cy(z) = /C’é(z)dz =0+ K
z
O(z,y,2) = 2P +20+ K mit K € R

Mit der zusétzlichen Bedingung, dass &g = ®(0,0,0) = 0 gelten soll, folgt K = 0 und damit
O(z,y,2) = 22y + 2z

1.8 Anwendung des Laplace-Operators

Die Skalarfunktion

O (7) = cos(ma) cos(ny)e” V™ 172

erfiillt die LAPLACE-Gleichung, da fiir ihre jeweiligen Ableitungen

®, = —msin(ma)cos(ny)e VT
B, = —m?cos(ma)cos(ny)e V™ = _ %0
¢, = —ncos(mz)sin(ny)e” " m+niz
®,, = -—n?cos(mz)cos(ny)e mintz — _p2@
®, = —v/m2+ n2cos(mz)cos(ny)e” V™ 2
o, = (m2 + n2) cos(ma) cos(ny)e” V™ = (m2 + n2) ¢

gilt und damit insgesamt folgt

AD(F) = O(7)gg + P(F)yy + P(7)2 = (—m2 —n?24+m?+ n2) o(r) =0
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1.9 Priifen auf Quellen und Wirbel
Fiir die Vektorfunktionen F(7) und F(7), gegeben durch

—

Fﬂf') = cré, =cr bzw. F5(7) = er cosvé, = F,é, mit c € R
gilt

div Fi(7) = div(cf) = edivi=3c#0
=3
rot Fi(7) = rot(ci) = croti=0
=0
womit gezeigt ist, dass F} keine Quellen und keine Wirbel aufweist. Zur Berechnung von Divergenz und
Rotation der Funktion Fy nutzt man zweckmaifigerweise die Darstellung der Differentialoperatoren in
Kugelkoordinaten und erhalt mit

o= 10 (T'ZF,«) 1 8(cr3 coS 29) . e
div Fo(r) = 2 T2 5 =3ccos? #0 fir oJ# 5
rot Fy(7) = ! <—8879(cr cos 19)) €, = csinve, #0

r

die Aussage, dass diese weder quellen- noch wirbelfrei ist.

1.10 Quellenfreies Wirbelfeld und wirbelfreies konservatives Vektorfeld

Ein Wirbelfeld W (7) = rot F(7) ist stets quellenfrei, denn es gilt
div W (7) = div (rot F(F)) ~0

Ein Vektorfeld F(), welches sich als Gradient einer skalaren Funktion ® darstellen lisst (d.h. ein
konservatives Vektorfeld), ist stets wirbelfrei, da gilt

F(7) = grad @ = rot F(7) = rot (grad ®) = 0
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2 Maxwell-Gleichungen und abgeleitete Gleichungen

2.1 Maxwell-Gleichungen in Differentialform

Die MAXWELL-Gleichungen lauten in Differentialform

. L0 -

divD = tE+—B=0
v 0 ro +8t

divF =0 otd - 2p=7
ot

Zusammen mit den Materialgleichungen

D = E + P = goer B
E = (ﬁ + ) = ,ug,urﬁ
J =

beschreiben sie das Verhalten elektrischer und magnetischer Felder in Materie. Fiir homogene, isotrope,
lineare Medien (d.h. & = gpe; und g = pop, sind raumlich konstante, skalare Grofen und nicht vom
Betrag der Feldgrofsen abhéngig) folgt nun

divD = div(sﬁ)zsdivﬁzg — divEH:g
€

divB = div(,uﬁ)zudivﬁ:() — divH =0

OB N L OH , OH
I’OtE+E = I‘OtE‘l’af(,uH):rOtE"“,UJE:O — I‘OtE:*HW
. - 8D o/ - OF
tH = J+ 2 —kE —(E)— E+eZ8
ro + ot K +8 € K +€8t

2.2 Uberfiihrung der Maxwell-Gleichungen von Differential- in Integralform

Fir die Umformung der MAXWELLschen Gleichungen von Differential- in Integralform werden die
Integralsétze von GAUSS und STOKES bendétigt. Sie lauten

# FdA = /// div FdV yf Fdi = // rot FdA
oV 1% 0A A

Damit schreibt man nun

divD = oy ///divﬁde#ﬁd[f = ///deV:Q
1% oV 174
divB=0 ///dNédV:#édE = ///OdV:O
1%
rotﬁ+88?:0 //rotEdA+//dA = //Odffzo
A
}IgE‘dF /aBdA
ot
rotﬁ—aalt)—f //rotHdA //dA = /fd/f
%ﬁdr //JdA+//dA
0A
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2.3 Poisson-Gleichung fiir homogenes dielektrisches Medium

Bei Betrachtung des elektrostatischen Feldes ist die zeitliche Ableitung in der betreffenden MAXWELL-
Gleichung Null und es folgt die Wirbelfreiheit von E. Damit ist dieses ein konservatives Vektorfeld und
als Gradient eines Potentialfeldes ® darstellbar. Es gilt

rotE+8—B:r0tE:6 = Ez—grad@
@
=0
In einem isotropen, linearen und homogenen Dielektrikum ist die Permittivitat € = ege, wegen der
Isotropie ein Skalar (d.h. sie wird nicht von der Richtung des Feldes bestimmt), aufgrund der Homo-
genitédt rdumlich konstant (also € # (7)) und infolge der Linearitéat auch nicht selbst vom Betrag der
Feldstiirke abhiingig (¢ # (E)), sodass man weiterhin schreiben kann

div D(7) = div (8E(F)> =cediv(—grad ®(r)) = —e AP(F) = o = NO(7) = —g

2.4 Poisson-Gleichung fiir homogenes permeables Medium

Im Falle eines in einem Medium fliefRenden Gleichstromes, d.h. mit konstanter Stromdichte J=kE , ist
die zeitliche Ableitung des elektrischen Verschiebungsfeldes Null. Fiir die magnetische Induktion fiihrt
man nun ein Vektorpotential A ein, fiir das gelten soll
i) B=rotA (i) divA=0
Die zweite Bedingung wird dabei als sogenannte COULOMB-Eichung bezeichnet und ist notwendig, da
das Vektorpotential durch (i) nicht eindeutig bestimmt ist und man beispielsweise schreiben kann
mit A = A+ grad x = rot A' = rot A + rot (grad ) = rot A
—_———
=0

Damit leitet sich die PO1SSON-Gleichung des magnetischen Vektorpotentials aus den MAXWELLschen
Gleichungen wie folgt ab

L1 N1 . o - 0D
rotHz;rot(rotA)z; grad(divA)—AA = J+88t
=0 =0
LN S
u
AA = —,uf

2.5 Poisson-Gleichung fiir inhomogenes dielektrisches Medium

Analog zu Aufgabe 2.3 berechnet man fiir ein inhomogenes Dielektrikum (mit ortsabhéngiger Permit-
tivitat € = (7))

div B(7) = div (a(F)E(F)) = —grade(F) - grad ®(7) — (7)- A(F) = o
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2.6 Entkoppelung der Maxwell-Gleichungen

Ausgehend von den MAXWELL-Gleichungen in Differentialform wie in Aufgabe 2.1 und unter Anwen-
dung der Beziehung rot(rot A) = grad(div A) — A A berechnet man fiir das magnetische Feld

— . yd e =g 6 = — a —
rot (rot H) = grad (le H) —AH = rot [J + atD] = rot (/@E) + rot e <5E)
=0
— — 3 - 8 — 8 a —
—-ANH = RIOtE+€87§rOtE_K<_87§B>+68t (—&B>
. o - 9?2
ANH = —H —H
et T e
1, = ?H kOH
—AH = — 4+ ——F—
el ot? * e Ot
und gleichermafen fiir das elektrische Feld
rot (rot E) = grad (div E) —~ANE = rot _QB‘ = —rot 9 uﬁ)
ot ot
1 — — — - —
— grad (div D) -AE = —,ug rot H = —,ug J+ §D>
€ t t [’
=0
mit ¢ = const. oder ¢ = 0 folgt - ANE = —x éﬁ —€ a—Zﬁ
1 = O’E Kk OE
—ANFE = — 4+ ——
el ot? + e Ot

Wiederum wurde hier genutzt, dass € = gge; und p = pop, fiir isotrope Medien skalare Grofen darstel-
len und diese zudem aufgrund der Homogenitdt im gesamten Medium konstant sind bzw. wegen der
Linearitat auch keine Abhéngigkeit von den Feldgrofien aufweisen. Die Betrachtung erfolgte weiterhin
fiir eine gleichméfige Ladungsverteilung ¢ = const. bzw. im ladungsfreien Raum mit der Raumla-
dungsdichte o = 0.

2.7 Diffusionsgleichung

Fiir niederfrequente Vorgéinge mit konstanter Kreisfrequenz gilt aufgrund der Beziehung |J|> |%| die

quasistatische Naherung rot H = J (Quasi-Magnetostatik). Weiterhin sind die Materialgrofen € und
1 in einem linearen, isotropen und homogenen Medium skalar, rdumlich konstant und nicht selbst von
den Feldgrofen abhéngig, womit sich schreiben lésst

rot <rotﬁ> = grad (divﬁ) —AH = rotJ=rot (/@E) = krot E

1 - - OB o0H
—grad (le B) —-ANH = K <_8t> = —,UJHE
8 =0
- OH
AH = —
Mot

Unter Verwendung komplexer Zeigergrofen mit H = He*' bzw. durch FOURIER-Transformation ergibt
sich aus der letzten Gleichung schliefslich die Beziehung

AH= jw,u%;ﬁ
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2.8 Wellengleichung (Helmholtzgleichung)

Im Falle zeitharmonischer Vorgénge lassen sich die Feldgrofsen in komplexer Form wie folgt darstellen

L. L 0~ 0 /. L. .
D = Det D=cE D= (DeJ“’t> — jwDe — jwD
i = et B =i %B _ % (Be ") = jwBet = ju

Damit vereinfachen sich die zeitlichen Ableitungen in den MAXWELL-Gleichungen und es gilt
rot E = —wa
t H = (k+ jwe)E

Weiterhin lésst sich fiir ein isotropes, lineares und homogenes (¢ = epe, und p = pop, sind skalar,
raumlich konstant und unabhéngig von den Feldgrofen) sowie verlustfreies Medium (mit elektrischer
Leitfahigkeit k = 0 bzw. kK < we) schreiben

rot (rot ﬁ) = grad (divﬁ) ~AH = rot |:(I€ +jw€)E} = (K + jwe) rot B
0
AH = (k+jwe)jwpt "=0 —w?epf

= AE—i—wQM&H =0

2.9 Kontinuitatsgleichung

Ausgehend von den MAXWELL-Gleichungen und mithilfe des Integralsatzes von GAUSS erhélt man

—

rot H = f—i— D

Sl

o N P N T L Sy
divrot H =0 = dw[JJratD}:de+8t<de):de+8th

- B
0 = //dledV—i—at///gvdV
1%

|4

BT
_ #JdAJratQ

ov

Diese als Kontinuitédtsgleichung bezeichnete Relation beschreibt den Zusammenhang zwischen der elek-
trischen Ladung @ und dem elektrischen Strom innerhalb eines Mediums. Konkret besagt sie, dass die
Ladungsénderung %—? in einem abgeschlossenen Volumen einen entsprechenden Ladungsstrom J durch
die das Volumen umschliefende Oberfliche hervorruft. Anders ausgedriickt kénnen Ladungen weder
erzeugt noch vernichtet werden. Eine Erhohung der Ladung innerhalb des Volumens ist stets mit einem

hineinflieflenden Strom verbunden und umgekehrt.
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2.10 Relaxationszeit

Als Relaxation wird der Vorgang zur Herstellung eines Gleichgewichtszustandes bezeichnet, wie er z.B.
in einem Medium der Leitfahigkeit x nach Einbringen einer Ladungsverteilung der Raumladungsdichte
ov ablauft. Die einzelnen Ladungstriger verteilen sich hiernach auf der Oberfliche des Korpers, bis
sein Inneres ladungs- und feldfrei ist. Beschreiben ldsst sich dies mit der in Aufgabe 2.9 hergeleiteten
Kontinuitatsgleichung in differentieller Formulierung
»_ Oov
divd = ———
ot

die mithilfe der beiden Materialgleichungen J = kE und D = ¢E und des GAussschen Gesetzes
der MAXWELL-Gleichungen unter Annahme eines homogenen, isotropen und linearen Mediums der
Permittivitdt € weiter umgeformt wird zu

div T = div (wE) = wdiv <D> K5 ey
E

Die entstehende Differentialgleichung erster Ordnung

16st man beispielsweise mittels Trennung der Variablen und anschliefender Integration und erhélt

yv(t)d t
dov _ & / at’
ov €
ov(0) 0
K
Inov(t) —Inoy(0) = ——t
—— €
=tovo
K t . €
= ov(t) = ovoexp <_*t) = ovo exp (—) mit TR = —
€ TR K

d.h. der Ladungsausgleich im Medium erfolgt geméf einer exponentiellen zeitlichen Abhéngigkeit. Die

hierin vorkommende Zeitkonstante 7 wird dabei auch Relaxationszeit genannt. Sie besitzt die Einheit

[TR] = %me = s und ist jeweils charakteristisch fiir das entsprechende Material.
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3 Elektrostatik - Punktladungen
3.1 Drei Punktladungen

Die von den Ladungen Q2 = —Q und @3 = @ auf die Punktladung (1 = @ wirkende Kraft F berechnet
sich nach dem CoOULOMB-Gesetz und mithilfe des Superpositionsprinzips geméf

L Q)

F,; = o m Kraft von Q; auf Qj, Ladungen am Ort 75 bzw. T}
o= (0 a0 FAH=(-a 00" H=( 00"
ﬁ _ QQQl (T_ﬁ — 772) _ _Q72 (aé’x + agy) _ _Q72 (gx + 5y)
2 dmte |7 — 7pl3 AT |a€y + aéyl3 Ate  ¢22/2
B = Q3Q1 (7 —T3) _ Qf2 (—aéy + aéy) _ _Qf2 (€x —€y)
31 dre P — 733 Ame | — aéy + aéyl3 A ¢224/2
Q? (Ex+6y+ér—6y) Q? .

F = Fy+Fy=—"2 =— e
21 31 47te a?2+/2 dmea2 /2 "

3.2 Vier Punktladungen

Analog zu Aufgabe 3.1 berechnet man wieder die von den drei Punktladungen Qq, Q1 = —k1Qp und
Q2 = —koQp auf Q3 wirkende Kraft zu

T 0 x
3= |y =10 i3 = y
z Zi Z— 2z
73] = Val4 2+ (z—2)2 =rs mit ¢ = {0,1,2}
B QiQ3 37  QiQ3 Tiz  QiQ3x€r +yey + (2 — )€,
B = = _ 713 Z 13 3
dmte |73 — T 4me |73 4me T
2 L . . - Lo ~
F = ZF;S _ QoQ3 [zex%-yey%;(z—zo)ez _ klxex+yey§(z—zl)ez _ k2$€z+y€y43’(z—22)6z
Ame 03 13 T3

=0

Damit die resultierende Kraft F verschwindet, miissen alle Komponenten in -, y- und z-Richtung Null
werden. Hieraus erhdlt man zwei Bedingungen fiir die Parameter k1 und ko (die Auswertung der z-
und y-Komponente liefert identische Ergebnisse)

Gz 0 = pf LR kN L R ke L LRk
o : 3 5 7‘83 7”%3 7“%3 T83 7‘%3 7”%3

ozz(l_’ﬂ_k?)_(o_’m_’m) L A ke ke

3 3 3 3 3 3 3 3
Tos  Tis  Tag 703 T3 723 To3 T3 733
=0

Fiir die Losung dieses linearen Gleichungssystems nutzt man z.B. die CRAMERsche Regel

11 k 1 11 11
3 3 3 3 3 3 3
T3 Tas 1 703 Ay = | Tos T2 A, = | "3 Tos
21 Z9 k 20 1 20 Z9 2 21 20
i 3 2 o3 83 T3 iy Tos
~—_——

T3 T23
29 — 21 29 — 2
detA = 27 getdy = 20
(r13723) (rogra3)

N [ det Ay 22— 20 (713 3 I _detAg_Z()—Zl 793 3
- detA 29 — 21 \T03 2 det A 2o — 21 \T03

20 — <1

det Ay =
o (rosr13)3
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3.3 Bewegen von Ladungen im Potentialfeld

Die mechanische Arbeit zum Bewegen der Ladung (3 = —Q im elektrostatischen Feld der beiden
Punktladungen @1 = +Q und Q2 = +Q bei 7/, = (0 0 :ta)T ist allgemein definiert als das
vektorielle Wegintegral der auf @3 wirkenden (CouLOMBschen) Kraft F

3
Winech = — / Fdv mit 73 =

—

3

8

b
=10 und 7=[0] ,dr= dx
0

o O O
[a)
S O =

Die Kraft berechnet man wiederum mittels Superposition zu

Fe Bt B Q? | zé, — aé, x€r + a€e, Q>  2zé,
=tat+ b= —— 3 3| T T —~——3
ame | /o2 1 g2 VZ ¥ a2 Ame /12 1 g2

Entsprechend ergibt sich die mechanische Energie fiir die Verschiebung aus dem Ursprung nach Ps zu

W Q? /b 2z T Q2 1 b1 1
= —_— —_—Ar = — B ——— = — _———
meh T e J 22+ a2 2me | a2+ a2, 2me\a VB2 +d?

und zum Entfernen von @03 aus dem Wirkungsbereich der Ladungen ()1 und Q2 zu

b
Q / 2z Q. (1 1 ) Q* 1
W, =—lm | ——de=——1lm (- - —F—— | = ——
et T e bosoo J VeIt 2me b—soo \ @ B2+ a2/ 2mea

207Integral #207 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:

vdo *fi mit X =2%>+d°

VX3 VX
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4 Elektrostatik - Coulombintegral
4.1 Linienladung 1

Da die Ladung ); iiber den Bereich 0 < z < ¢ mit der Linienladungsdichte A = Ql gleichméfig

verteilt ist, wird zunéchst der Anteil der Kraft dF auf ()2, hervorgerufen durch dab differentielle
Ladungselement dQ, = \dz’, betrachtet:

dﬁ:dQ1Q2 To—T1 Q1@ To— T

= d /
4me ‘772 — 771‘3 dTmec ‘772 — 771|3 *

Die Gesamtkraft erhélt man anschliefend durch Integration iiber den Bereich der Linienladung. Auf-
grund der Zylindersymmetrie des Problems ist hier die Wahl von Zylinderkoordinaten sinnvoll. Mit
7 = Z'€, und 7 = g€, + 2€, ist dann

1F = Q1Q2 o€, + (z — 2')e,

d/
4mec Qz ¥ (Z—z’)23 ‘
C
P @@ [ et (z-2e 4 — Q1Q2 / +€/ (z—2")d7’
- - z
4mec m 4mec 02 + ) 23 Q2+(z—z/)23

206200 Q1Qy [ 5 c
= — | 06 _92 + €.

2 _ 512
4mtec Q+(Z Z) 0

T D
92+(Z_Z/)2 0

z z—c 1 1
- g, + - g
(9 ?+22 o 92+(20)2) ‘ (\/92+(26)2 \/Q2+22> Z]

Hinweis: Die Kraft F' kann auch direkt aus dem CouLoMB-Integral berechnet werden. Die Linienladung
driickt man dazu mithilfe der Delta-Distribution als Raumladung durch oy (2/,y/, 2") = A(2")d(2)8(y/)
aus mit A(z') = A im Bereich 2z’ € [0,¢] und A(z’) = 0 auferhalb. Bei der Bildung des Integrals
iiber den gesamten Raum verbleibt dann aufgrund der Ausblendeigenschaft der Delta-Distribution die
Integration entlang der z-Achse:

- Ty — 17 v 0€,+(z=2e,
F = da'dy’dz’
47'(5///Qv 'y, %) |7 —7*1]3 4715/// W) ) 3 yaz

0>+ (z—2")?

Q1Q2

4mec

_ @ Az )Qeg"‘(z z)ezd/ Q1Q2 Qe@ (z—2")e, d'

dme VAT =2 dmec ) [P (a2

206Tntegral #206 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:

dz =z

= mit X=24d?
VX3 a2vX

207Integral #207 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:
xdr 1

= mit X=z"+4a
VX3 VX
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4.2 Linienladung 2

Die von der Linienladung mit der Linienladungsdichte A = % hervorgerufene elektrische Feldstérke

E berechnet sich wieder nach dem differentiellen Ansatz wie in Aufgabe 4.1. Dabei ist ¥ = z€, der
Beobachtungspunkt auf der positiven z-Achse und 7 = 2’€,, der Ort eines Ladungselementes dQ).

iE — dQ 7—"  Ada (z —af)er Qr dz’ s
o Adme|F -7 dme (x—2')3  dme(a—b) (x — )2 "
—b
A g/da:'QLgl“’
~ dne(a—b) ) (@—2)? 4dme(a—0b) *|z—2a']_,

—a

_ QL 11 é’:@ Cr
dme(a—b) \x+b x+a) ©  dne(x+a)(r+0b)

4.3 Kreisring mit Linienladung

Zur Bescheibung des Problems wéahlt man gilinstigerweise Zylinderkoordinaten, sodass sich die durch
den Kreisring gebildete Ladungsverteilung mit der Linienladungsdichte A\ = Cfr(; als Raumladungsver-
teilung mit der Raumladungsdichte ov (o, p,2") = A6(0—a)d(2’) schreiben lasst. Beobachtungspunkt
ist ein Punkt auf der z-Achse mit ¥ = zé€,, der Ort der Ladungsverteilung wird beschrieben durch den
Quellpunktvektor 7 = aé,. Fiir das Potential folgt dann

ov(o, ¢,z 5(2") /
) = dpded
(2) 47{5/// \7‘— _7] 47T€/// |Z€z —ae g’ otreets

Qo 27a Qo

4715(27((1) 0/ \/z2—|——a2 T Ane(2ma) VRt a2 dmeVE t

Das elektrische Feld bestimmt sich nun aus der Beziehung E=— grad ® zu
- o0d(z) 0®(z) ., 00(z) 2z . Z€,
By |, 000 2G| @2 V] @
Ox 0y 0z dme | 9./22 ¥ o2 dme /2 1 2

SN——" ——
-0 -0

®(z)/(0)
E.(2)/E.(%a)

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Abbildung 4.1: Normierte Verldufe des elektrischen Potentials ®(£) und der Feldstérke E.(2)
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4.4 Kreisbogen mit Linienladung

Die Berechnung des Potentials und der elektrischen Feldstdrke erfolgt analog zu Aufgabe 4.3. Statt
eines geschlossenen Kreisrings besteht die Ladungsverteilung nun allerdings aus zwei Viertelkreisbégen
und fiir die Raumladungsdichte gilt

2 .
o figr p € [Z,m] Vv [5F, 2]

0 sonst

QV o, @7 Q —a 6( )
@ p—
(2) dme /// |7 — = Ame /// \zez —aé _g| edipded?’

1 )\( Jadp _ Qo
- dgo + d(p S | —
4715 V22 ta? 2m2e z2 + a? 2meV/2% 4 a2

B(z) = _8@(2’)6:_ Qo _L B :@ 2
0z e \ 9212 ) | 2me i g2

4.5 Geschlossener Halbkreisbogen mit Linienladung

(0.9 #) = N@)S(e—a)d()  mit W):{

Somit ist

Da die gegebene Ladungsverteilung keine spezielle Symmetrie aufweist, berechnet man das Potential
abschnittsweise - fiir das geradlinige Wegstiick P; P, in kartesischen und fiir den Halbkreisbogen P P3P}

in Zylinderkoordinaten. Die Linienladungsdichte betrégt auf dem gesamten Weg A = MLM
) 11 /// a)8(2') /
o = el dady’dY + — dpded
(2) 4715/// ]zez + |zez — a€y| edipcedz
a
- s / ]
 Ame (24 m)a z2 Ty 22 + a2
“a z
192 Q a+Vz2+a? arn
4me(2 + m)a a—\/z +a2| V224 a2

4.6 Kreisscheibe mit konstanter Flachenladungsdichte

Die Raumladungsdichte der mit der konstanten Flachenladung or belegten Kreisscheibe driickt sich in
Zylinderkoordinaten durch gy (o, ¢, 2') = erd(Z’) fiir ¢ < a und ¢ € [0, 27] aus. Mit dem Quellpunkt-
vektor 7 = pé, berechnet sich das Potential auf der z-Achse zu

ov(0, ¢,z v/ ord(z /
d = d = dopded
(2) 4715/// |77 — 77| 47(5// |z€, — o€ Q]'Q L

2 [ [ et g [V ], - (V5w -

Entsprechend folgt fiir die elektrische Feldstérke

Blz) = _8@()6 B QF 2z 2z 2| _ orz 1 1 z
- 0z ° 2V 22 + a? 2\/;2 o2 \We2 V22ta?)

192Tntegral #192 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:

. 2 2
\/» ln(x+f)+01 mit X=2"4+a" und C; R
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4.7 Kreisscheibe mit ortsabhangiger Flachenladungsdichte

Besitzt die Kreisscheibe aus Aufgabe 4.6 keine gleichméfige, sondern eine radial verteilte Fliachenladung
mit Ladungsdichte or(0) = oro (5)2, so bestimmt sich die elektrische Feldstarke auf der z-Achse zu

E(z) = ///QV 0,2 T g ///QF bz — 0% odpdodz’
ame e |f’ 77’\3 T i |zez— \3

a 27

_ OF0 3 2€, — 0€, _ Oro Q 2€,
N 47t5a2 5 pavde= 2ea? 2 23d9
V22 + 0? s Vit
t(a 9 t(a) t(a)
ti=224p2 QFoze 1/ (t—z ) OF0Z 1 de 22/ dt |
2ea? 2 v 2ea? 2 Vi
£(0) £(0) £(0)

_ OF0% 24 Q2 n 2 5 OF0Z 222 + a? B 22 .
25@2 A/ 22 + 92 0 z 25(12 \/2’24—70,2 \/22

Bei der vektoriellen Integration ist zu beachten, dass der Radialeinheitsvektor €, im Gegensatz zum
kartesischen Einheitsvektor €, nicht konstant bleibt und sich die Beitrdge in radialer Richtung im Falle
einer symmetrischen Integration {iber den Winkel ¢ gegenseitig autheben. Dies wird deutlicher, wenn
man den Radialeinheitsvektor in kartesischen Koordinaten formuliert:

27 27 27 27
/é'gdcp = /(cos €y + sin péy) dp = €, /COS pdy +é, / sin pdyp = 0
0 0 0 0

=0 =0
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4.8 Parallele Platten mit Flachenladung

Zur Beschreibung des Problems wihlt man kartesische Koordinaten. Der Beobachtungspunkt auf der
x-Achse ist durch den Ortsvektor ¥ = zé,, der Ort der Ladungsverteilung auf den parallelen Platten
bei 2’ = ¢ durch die Quellpunktvektoren 7} o = z'é, + y'ey + ce. gegeben. Die Raumladungsdichte

formuliert sich somit als ovy/o = op1/2(2',y')8(2' F ¢) mit gp1/ = F0o im Bereich 2’ € [~a,a] und
"€ [=Db, b]. Die elektrische Feldstirke ist dann

- F 7" 7’—7’2
E = dV’ dV
(x) 47(5///QV 'y, 2") 7= 77,|3 = I {MQVI ///QVQ ]
_ Q@ // x—a')e, —y'e, — cez da'dy/ — // x—a') yey—i-cezd dy
47‘ V@ =) +y’2+c2 V(@ =) +y’2+c2

a b
00 dz’ dy mi=(z—a')2+c2  00C _, dy’ ,
= e | X " = ) | ¥
2+y2+c Jo 2, Vm +y

a

/ oobc / dz’
' =—=——¢,
e A N ey

™

_ e, / Y
2re 7 ) | my/m + y2
—a

267 gobe, |1 (x —2")b
= ——e, | — arctan
e be e/ (=2 )2+ b2+ 2
o (¢ — a)b (z +a)b
= —¢, | arctan — arctan
e cy/(x—a)? + b2 + c2 cy/(z+a)? + b2 + c2

| |
-8 -7 -6 =5 4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 5 6 7T 8

Abbildung 4.2: Normierter Verlauf der elektrischen Feldstiarke E.(2), beispielhaft fiir 2a = b = c.

267Integral #267 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:

do 1 e/ag—bf B
/(ax2+b)m—ﬁmarctanﬁm (ag—0bf > 0)
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4.9 Homogene Raumladung in Form einer Kugel

Die kugelsymmetrische und homogene Raumladung wird durch die Ladungsverteilung o(r’, 9, ¢) = 0o
im Bereich r' € [0,a], ¥ € [0,7] und ¢ € [0,27] mit dem Quellpunktvektor 7 = r’¢;’ beschrieben.
Der Beobachtungspunkt befindet sich bei ¥ = re,.. Zur Vereinfachung legt man diesen auf die positive
z-Achse, was aufgrund der Kugelsymmetrie ohne Einschrinkungen mdoglich ist. Damit entféllt die
Abhéngigkeit des Abstandes | — 7| vom Winkel ¢, der Betrag des Differenzvektors lasst sich mithilfe
des Kosinussatzes als |ré, — 1'¢;/|? = 12 4+ 12 — 211’ cos ¥ schreiben und fiir das Skalarpotential folgt

2n M a

ov (1! 19 (p 2 sin ¥dr/ddde
d = =
(7) dme /// |7 — T dme /// ré, —r'e;|

T a
/ / / r'2 sin ¥dr’dy ) / / 2 gin ¥dr’dY
dme V2412 = 2rrlcosd 2 ) Vr2 412 — 21’ cos ¥

m = 2rr’ a [ 7 )
n=r’4r'? 2 g ﬂ dr /t_COSﬁ QO/ /
2 Vn —mcos? \/71—7
0 LO
a
[ 9 t(m) r 71
- Q [ 2 o mt} dr’ = @ — {\/7“2—H"’2 — 277! cos 19] dr’
2¢e m +(0) 2¢e T 0
0 0
a o a
= [T (VET VRl = 2 [ e
0 0

Befindet man sich innerhalb der Kugel, so ist eine Fallunterscheidung zum Auflésen der Betrdge und
somit eine Aufspaltung in zwei Bereichsintegrale notwendig:

a T a

/
() = go — (Ir4r"[=|r—"]) &' = —290 /r’ (r+r'—r+1') dr’+/r' (r+r'+r—r") dr’
9 Er
0 0 T

r

y: 3 n27a 2 2
00 21 I 00 r r 0o (@ r
= — = — JR— JR— = — | — — — <
o /7“ dr—i—r/rdr ([3} —l—r[z]r) 5(2 6) (r<a)
0

T

Auferhalb der Ladungsverteilung gilt dagegen
a

a
/ 13 3
@(F):gg/:ﬁ(]r+r'|—|r—r’])dr’:g/r'er’:QO[TBL L (r>a)
0

er g 3r
0

Das elektrische Feld bestimmt sich wiederum aus dem Gradienten des Potentials

E_»(”) 8<I>_,+18<I>_,+ 1 0 0P
T = - —€ - — — € = ——0e
or " r 99" " rsiny dp ¥ or "
~—
=0 =0
r—; —
. L;ge”:%r r<a
E(r) =
3 3
2a® ., 0o (a> .
— >
3er2 " 3e \r o
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5 Elektrostatik - Gaullsche Methode
5.1 Unendlich langer Zylinderkondensator

Das Skalarpotential des unendlich langen Zylinderkondensators mit Innenradius R; und Aufenradius
R, soll unter Nutzung der GAUsSschen Methode bestimmt werden. Der hierfiir erforderliche Ansatz
leitet sich aus den MAXWELLschen Gleichungen durch Anwendung des GAUssschen Integralsatzes ab

ov(7)
1
- /// QV(F’)dV/

Vl
Das Integrationsvolumen V" ist dabei beliebig wihlbar. Aufgrund der vorliegenden Zylindersymmetrie
wird daher ein koaxial um die Ladungsverteilung angeordnetes Zylindervolumen mit Radius ¢ gewahlt.
Dies gestattet zugleich die Vereinfachung des vektoriellen zu einem skalaren Integral, da der Feldvektor

E = E,é, und der Normalenvektor der Oberfliche dA = dAg€, an jedem Punkt parallel zueinander
verlaufen und somit EdA = E,dA ist. Man kann also schreiben

1
#EQ(Q)QdQDdZ = - /// ovO(0' — Ri)O(R; — 0)d'do'dy’ds’
V/

div D(7) = ediv E(7) =

/// div E(7)dV’ = # E(f)dA
v

ov’

v’
27 00 21 0 0
Eg(@)@/dso / dz = iv/dso’ / dZ,/Q,@(Ql—Ri)@(Rl—Ql)dgl
0 —00 0 —00 0

e

Bf) = 2 [ de(d - Rye(Ri - o)dd
¢ 0

Zur Darstellung der Raumladungsdichte wurde hierbei die Einheitssprungfunktion! © genutzt, um

auszudriicken, dass gy nur im Bereich R; < ¢ < Ry definiert ist. Befindet man sich innerhalb der Innen-

elektrode mit o < R;, so wird vom Integrationsvolumen keine Ladung umschlossen und das elektrische

Feld ist Null. Im Inneren der Ladungsverteilung ist nur ein Teil der Ladung im Integrationsvolumen

enthalten und es ist

%
ov ., ov [d%]° ov R?
Eilo)=2 [ ddod = |4 | =% ([, Ri<o<R
07(0) EQ/Q 0 8@[2]& 2% (Q 0 ( S0 l)

T

Auferhalb der Ladungsverteilung umschliefit man dagegen die gesamte Ladung, wobei die HEAVISIDE-
Funktion allerdings nur einen Beitrag fir R; < o < R; zur Integration liefert, sodass gilt

R, "
ov v, ov [ ov (RP—R?
E a = — = — | — = — e ———
0.a(0) gg/gdg 59[2}& 26( 0 (0> R))

1

Das Skalarpotential berechnet sich nun iiber den Gradienten aus dem elektrischen Feld geméf

LGP

E() = —grad®(f) = TR

- [ B = [ el =) - o(e)

!Diese auch als HEAVISIDE-Funktion oder Stufenfunktion bezeichnete Distribution ist definiert durch

e(m)::{o o x <0
1 : x>0
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Beginnend an der

geerdeten Aufsenelektrode mit ®(gp = R,) = 0, ist das Potential auferhalb der

Ladungsverteilung somit

o o
do
= O(Ry)— [ Epald)dd = -2 (R2—R?) | T2
(Ra) / oal0)do 25( 1 Z) o

0 R
- 2 @w-m) ], =L -rm (") o>

und fiir das Potential im Inneren gilt

®;(0)

/2 4 R
vo(R)- 2 |G- Rmll| =8| FOE +R21n(Rl)]+¢>a<Rl> (Ri<0<F)

Speziell auf der Innenelektrode und der Aufsenschicht der Ladungsverteilung ergeben sich damit die
Potentiale

®(0)/®(R;)

0.8

0.6

0.4

0.2

D(R;) = Bi(R;) = = [Rl 5 i + R?1n @lﬂ + ®(Ry)

D(R) = Pu(R) = % (R? — R?)In <Ra>

| | | | | | | | |

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
o/Ra

Abbildung 5.1: Normierter Verlauf des elektrischen Potentials @(%) fir R, = 4R; = 2R;.
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5.2 Kugel mit homogener Raumladungsverteilung

Skalarpotential und elektrische Feldstéirke der kugelférmigen Raumladungsverteilung aus Aufgabe 4.9
sollen nun unter Nutzung der GAUSSschen Methode bestimmt werden. Der Ansatz lautet wieder

#EF VdA = = ///QV ydv?

ov’

Aufgrund der Rotationssymmetrie wird ein konzentrisch um die Ladungsverteilung angeordnetes Kugel-
volumen mit Radius r gewéahlt. Feldvektor ' = E,.€, und Normalenvektor der Oberfliche dA = dAe€,
verlaufen wiederum parallel, sodass sich das Integral mit £dA = E,.dA vereinfachen lasst zu

1
# E,.(r)r?sinvdddy = - /// 000 (a — r')r'? sin 9dr’'ddde

oV’
271 lus 21 lus
rz/dcp/sinﬁdﬁ = d(p/sm'l?dﬁ/e) r)r2dr!
0 0 0 0
=4n
E.(r) = =) /@ yr'2dr!

mit der Einheitssprungfunktion © zur Beschreibung der Raumladungsdichte wie in Aufgabe 5.1. Befin-
det man sich innerhalb der Ladungsverteilung, so umschlieft das Integrationsvolumen nur einen Teil
der Ladung und es ist

T
/13717
00 217 o |T oo T
O(a ’er—/r’dr: — === r<a
57"2/ er? er2 3], €3 (r<a)
0

Auferhalb der Ladungsverteilung wird dagegen die gesamte Ladung umschlossen. Die HEAVISIDE-
Funktion liefert bei der Integration allerdings nur einen Beitrag fiir < a, sodass gilt

2 20 1291 Qo0 31 00 a’
dr’ = == dr’ = =2 | —
57“2/@ " E?"Q/T " 57“2[3}0 3e 12 (r>a)
0
Das Skalarpotential berechnet sich {iber den Gradienten aus dem elektrischen Feld geméfs
_ 0P
E(f) = —grad®(F) =— 8£'F) €y

_ / E()dr = / O(7)dr' = B(r) — B(ro)

Zweckméafigerweise beginnt man die Integration im Unendlichen, da man das Potential ®(r¢) = ®¢ fiir
rg — 0o als verschwindend annimmt. So folgt fiir einen Punkt aufserhalb der Kugel

.
5[ dr ST 17"
@a(r) = 2(r0) /E ya = 24 [ S &8 [—/]
3e J r 3e LAl PRI

Qoa
e 3r

(r>a)

Die Integration bis zu einem Punkt im Inneren erfordert wieder eine Zerlegung in zwei Bereichsintegrale

Oi(r) = /E )’ +/E - QO“ /+ rdr’
oo [ 5 11¢ 27" 00 [ o r2—a2 oo [a® 12
= _— _— _ = — — = — _—— — <
3¢ <a [ r']rom+[2 e " 2 c\2 6 (r<a)
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6 Elektrostatik - Poisson- und Laplace-Gleichung

6.1 Kugel mit homogener Raumladungsverteilung

Fir die Raumladungsverteilung aus Aufgabe 4.9 ldsst sich das Skalarpotential und die elektrische
Feldstirke ebenfalls mithilfe der PO1ssON-Gleichung berechnen. Aus der Rotationssymmetrie der An-
ordnung ergibt sich zunéchst, dass das elektrostatische Feld E ein Zentralfeld ist und nur eine Ra-
dialkomponente aufweist. Da das zugehorige Potential geméfs der Beziehung E=— grad @ mit dem
elektrischen Feld verkniipft ist, folgt hieraus, dass auch ® kugelsymmetrisch ist und keine Abhéngigkeit
von ¢ und ¢ aufweist. Somit kann man schreiben

L 10 0P(r) 1 0| . ,0%(r) 1 0%®(r) ov(7)
A = =2 (2 9 | sinw _ _ev(®
) r2 Or (T or >+r25in79 av | MY "o r2sin?9  Op? 5
0
= =0
1 0 5 0®(r) B 00
23( 8r> = . %e-n

Zur Formulierung der Raumladungsdichte wurde wieder die HEAVISIDE-Funktion © verwendet, da sich
die Ladung nur im Bereich 0 < r < a befindet. Entsprechend gilt im Inneren sowie aufserhalb der
Ladungsverteilung

Innenbereich, r < a Aufenbereich, r > a
10 (,00)) _ 10 (202 _
2 Or o ) T ¢ 2or\" “or )
0 [ ,0%(r) 2 - 8 [ ,00(r)
ar<7° ar) . ar \" or / \/d’“
oD (r) 0013 5 0®(r)
2 = _—— =
" Tor N e 3 +G or Cs
oe(r) _ _ar G 0e(r) _ Cs ‘/dr
or €3 r2 or r2
2
or: C Cs
; = —=—— - — o, = —+C
(r) =6 . + s (r) , + 0y

mit den noch zu bestimmenden Integrationskonstanten C; € R (i = 1..4). Es muss nun C; = 0 sein,
da das Potential im Raumladungsmittelpunkt bei » = 0 sonst gegen unendlich streben wiirde. Aus der
Forderung, dass ®, fiir » — oo verschwinden soll, folgt gleichfalls Cy = 0. Weiterhin darf das Potential
an der Oberfliche der Ladungsverteilung nicht unstetig sein, woraus man die Relation

(l2 C (12 C
‘pi(r:a):—%g—FCQ:—?S:@a(T—m) = CQ:%F_XS

erhélt. Die vierte Bedingung ergibt sich aus der Stetigkeit des elektrischen Feldes

T,
—ger o r<a
_ 0P € C
E=—grad®=—-——¢€, = = ]5'1‘(7’2602@2:—*3 = Eo(r—a)
or Cs €3 a?
——€. : r>a
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Damit berechnet man die Konstanten Cy und C3 zu

3 2 2 2
00 a oo [a a 00 Q
Cy=——— Co=—|—+—=)=——=
5T e 2T ¢ ( 6 ' 3 ) e 2
und fiir das Potential und die elektrische Feldstérke folgt schliefslich
2 2
Qo (@ r 00 -
— == o r<a — : <
c ( 2 6 > = ) 3¢ r=d
() = E(r) =
3 a\3
Qo a” . r>a g—o < > r r>a
g 3r ' €T
1 1
0.8 5 0.8 |-
S 06} 1 = 06
1 =
~ ~
= =
5 04f 1 T o4l
0.2 . 02l
| | | | | | | | | |
00 1 2 3 4 5 6 OO 1 2 3 4 )
r/a r/a

Abbildung 6.1: Normierte Verldufe des elektrischen Potentials ®(Z) und der Feldstérke E(%)
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7 Elektrostatik - Spiegelungsprinzip
7.1 Punktladung iiber leitender Ebene, influenzierte Ladung

Zur Bestimmung des elektrischen Feldes E der Punktladung +@Q am Ort 7, = aé, iiber der leitenden
xy-Ebene nimmt man entsprechend des Spiegelungsprinzips eine gleich grofte Ladung mit entgegenge-
setztem Vorzeichen —@Q auf der gegeniiber liegenden Seite, d.h. im negativen z-Halbraum bei 7 = —aé,

an und berechnet das Gesamtfeld aus der Superposition beider Einzelfelder.
S, 1 = —Y+ 2 —-7'7 B Q
=

7
E(f) = — —
) dme @ |7 4me

zep+yéy+(z—a)e, wep+yé,+(2+a)é,
3 3
VrZ+y2+(z—a)?” /12432 +(2+a)?

Dieses Feld ist allerdings nur im oberen Halbraum (z > 0) definiert, da es sich bei der Konstruktion der
Spiegelladung unterhalb der leitenden Ebene lediglich um eine gedankliche Erweiterung als Hilfe zur
Berechnung des Feldes im Raum der Punktladung handelt. Tatséchlich ist die elektrische Feldstarke
im Bereich z < 0 iiberall Null.

Der Ansatz zur Berechnung der in der leitenden Ebene influenzierten Flachenladung leitet sich aus den
MAXWELLschen Gleichungen unter Nutzung des GAUSSschen Integralsatzes wie folgt her

dlvD —5d1vEf') = ) = or(7)8(

//leE )dV = #E ///QV )dV = — //QF

Als geschlossenes Integrationsvolumen wéahlt man nun einen infinitesimal diinnen Zylinder, welcher die
Flachenladung auf der Ebene einschliefst. Die Mantelfliche liefert somit keinen Beitrag, sodass eine
Integration tiber Grund- und Deckfléche verbleibt (Abbildung 7.1).

E, Tle
h—0

6

Esy l Az
Abbildung 7.1: Integration iiber Zylindervolumen an der Grenzschicht der leitenden Ebene

Da das elektrische Feld E» unterhalb der leitenden Ebene Null ist, kann man schlieflich schreiben

# Bdd = Bo Ay + Body =™ (B — Bo)iid= A = op = cByii = c By
g
ov

wobei 77 den Normaleneinheitsvektor und EF das Feld an einem Ort innerhalb der Ebene bezeichnet.
Im vorliegenden Fall berechnet sich die influenzierte Fléchenladung also zu

OF,infl = 5E(Z:0)€z = Z 3 — 3| = 27—3
AN R B e

Um die influenzierte Gesamtladung Qing zu erhalten, muss die Flachenladungsdichte schlieflich noch
iiber den Bereich der xy-Ebene integriert werden.

dz'dy’ a'24y2 =g o'dd'dy

27 oo
o - // / / cor o[
/$/2+y/2+a23 271 ) /Q’2+a23

—00 —O0

t::gf+a2

Qa 9 - 1
B [ V0% + a? :Qa<0_a
0

—-Q
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7.2 Punktladung in einer rechtwinkligen Ecke aus leitendem Material

Um das elektrische Feld der Punktladung +@Q am Ort Pfr (a,b,0) vor der leitenden xz- und yz-Ebene
zu berechnen, konstruiert man drei Spiegelladungen —() am Punkt P, (—a,b,0) und P, (a,—b,0) bzw.
+@Q am Punkt P (—a, —b,0). Fiir die Ortsvektoren gilt dann

a a rFa TrFa
7:‘/+1/2 =+ b 7:’/71/2 =+ _b = 77—7:I+1/2 = yq:b 77—7:{71/2 = y:l:b
0 0 z z

und es ergibt sich durch Superposition der von den vier Ladungen ausgehenden Einzelfelder

2 — — 2 — —
. 1 =7, rT—Tr_,
E(f) = — I A R
(M = G PO o p QL i
i=1 g i=1 ¢

. Q [(x—a)em (y—b)é, + z€. o (x+a)e, + (y+b)ey + z€.
e | a—aP+ =07+ Vet b7+ 2
(z—a)é; + (y+b)éy + zez _ (z4a)és + (y—b)éy + z€.

z,y >0
Nena s el G k) R

Analog zu Aufgabe 7.1 bestimmt sich die in der yz-Ebene influenzierte Flachenladungsdichte zu

—

QF’inﬁ‘yz = eE(x=0)é,
o Q —a a —a a
T | JEm G G G e
B Q —2a 2a
Cdn [\/a2 2+ 223 Va2 + (y+b)2 + 2
B Qa 1 1
B VaZ+ (y+b)% + z23 Vaz+ Ty 2

und die in der zz-Ebene influenzierte Flachenladungsdichte zu

orma|,, = eE(y=0),

Q b . b - b - b
| J—a) 10422 Jara) 122 J(a—a) 0122 \(ata)t bt 22
Q —2b 2b

T 4n 3T 3

TV (z—a)? + b2 + 22 V(z+a)? 402 + 22

o ! ) !

21t | \/(ata)? + 2 + 23 VE—a)Z + 2+ 223




36 7 ELEKTROSTATIK - SPIEGELUNGSPRINZIP

7.3 Punktladung in einem rechtwinkligen Luftspalt aus leitendem Material

Das Skalarpotential der Punktladung +@Q am Ort P(a,b,0) innerhalb des Luftspaltes (Breite ¢) eines
leitenden Korpers berechnet sich wieder mittels Superposition der von der Ladung selbst sowie allen
Spiegelladungen hervorgerufenen Einzelpotentiale. Die Spiegelladungen konstruiert man jeweils durch
eine Spiegelung an der yz- und z =c-Ebene sowie der xz-Ebene. Hierbei ist zu beachten, dass aufgrund
der beiden gegeniiber stehenden leitenden Ebenen durch Spiegelung von Spiegelladungen letztlich eine
unendliche Anzahl Ladungen erforderlich ist (Abbildung 7.2).

Y
-Q | +Q -Q | +Q -Q | +Q -Q | +Q -Q  +Q
° ° ° e oL © ° ° ° e
—4dc —3c —2c —c 0| a c c 3c 4c &
) °® ) °® @b ) ) ) °®
+Q @ +HR | @ +Q | —@Q +Q | -Q +Q @

Abbildung 7.2: Konstruktion der Spiegelladungen der im Luftspalt befindlichen Punktladung

Die Punktladungen befinden sich im oberen Halbraum (y' = b, 2’ = 0) bei

¥ =a = 2c+a, 4c+a, 6c+a,..., 2nc+a,...
¥ =—2c+a,—4c+a,—6c+a,...,—2nc+a,...
¥ =—a 2= 2c—a, 4c—a, 6c—a,..., 2nc—a,...
¥ =—2c—a,—4c—a,—6c—a,...,—2nc—a,...
und im unteren Halbraum (y' = —b, 2’ = 0) an den Stellen
¥ =—a 2= 2c—a, 4c—a, 6c—a,..., 2nc—a,...
¥ =—2c—a,—4c—a,—6c—a,...,—2nc—a,...
¥ =a = 2c+a, 4c+a, 6c+a,..., 2nc+a,...
' =—2c+a,—4c+a,—6¢c+a,...,—2nc+a,...

womit man fiir den Abstand zwischen Aufpunkt und Quellpunkt schreiben kann

7= il sy = V(@ —2ncFa)? +(y F0) + 22
|7 7 y'=c£b V(x—2nc+a)?+ (y Tb)? + 22 mit n € Z

Das Gesamtpotential im Luftspalt (0 < x < ¢, y > 0) ist schlieflich

YR +Q +Q - -Q -Q
(I)(’F‘) = T E : < ~ Rara—— + E : - > + 3 —
e ‘T - rn+’y/=b ‘T - rn+’y/=*b ”I” - rn7|y/=b ’7” - rn7|y'=*b

n=—0o0 n=—oo

_ Q@ i 1 N 1
R Rl B/ o s e ey e o e R e

1 1
V(@—2nc+a)2+(y—b)2+22  /(x—2nc—a)?+(y+b)2+22
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7.4 Punktladung innerhalb einer leitenden und geerdeten Hohlkugel

Fiir die auf der z-Achse im Inneren einer geerdeten Hohlkugel befindliche Punktladung +@ kann
nach dem Spiegelungsprinzip eine negative Ladung —g aufserhalb der Kugel konstruiert werden. Diese
befindet sich aufgrund der Symmetrie ebenfalls auf der 2-Achse am Ort 7 (Abbildung 7.3).

a +Q bei P(0,0,d), —q bei Q(0,0,d")
////’7?T1 . 7, = d. 7= dz,
% +Q —q 7= x€y + Y€y + 2€, = 1€,
—¢ 0 7 d @ Ld r=F—7| =22+ 2+ (z — d)?
=12+ d? —2rdcos?
ro=|F—7_ | =22+ 2+ (z — d')?
—a =r2+d? —2rd cos?

Abbildung 7.3: Punktladung +@ am Punkt P innerhalb einer leitenden geerdeten Hohlkugel

Den Ort der Spiegelladung —q bzw. ihren Abstand d’ zum Kugelmittelpunkt bestimmt man durch
Inversion am Kreis (Kreisspiegelung) gemak der Abbildung
2

2
7" = O@ ﬁ a4 T'_I_i_ = %déz = dlgz = d/ =

N

@
d

Die Grofse ihrer Ladung ldsst sich aus der Bedingung des Potentials ®(r =a) = 0 auf der Oberflache
der geerdeten Kugel ermitteln:

(r, ) :1{*Q _ 4 ]:CQ[ ! _a L
’ dre | |7 =7 | |F—7| dre |\/r2 4+ d? —2rdcos? Q1?2 +d? —2rd cos?
®(a,v) = Q[ ! 4 ! }io
dme [Va?2 + d? — 2adcos? @ Va2 + d? — 2ad cos?
Loy = Q\/a2+d’2—2ad’cosz9: a? (1+(%)2*2(Q)COS19) _ 0"
a? + d? — 2ad cos ¥ d2 <( ) +1_2( )00819) d

Damit ist das elektrische Skalarpotential insgesamt

Q [ 1 a 1 } Q [1 a 1]
O(r,9) = — - = - - —= r<a
(r,9) Ame |12 +d2 — 2rdcos?  d /12 + d2 — 2rd cosV drte (1 dro ( )

Die elektrische Feldstérke im Inneren folgt wiederum aus dem Gradienten des Potentials

- 0P 100 1 0@
B(r9) = —grad®(r) = — | e+ -y + —— = ¢
(r9) grad &(r, ) or " TR0 * rsind Oy Ce
—~—
=0
9 Q 72r—2d00519+g27“—2d’00519 . Q r—dcosﬁigr—d’cosﬂ
or  4me 2,/ d o9,/ 3  4me = d r3
90 Q -_ 2rd sin 1 L8 2rd’ sind Qr [dsind  ad'sind
09 dme 2,/ i 20 | Cdme | o3 d r3
_, Q [(r—dcos?v)e.+dsinvey a (r—d cosv)e,+d sindey Q [m1 am
= E(T,ﬁ) = E ( )3 _d( )3 :r 3 T 573
o Ty 5 e |[ry  dry
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Letztere Vereinfachung folgt aus den geometrischen Beziehungen zwischen den Ortsvektoren, wie man
sich leicht anhand von Abbildung 7.4 verdeutlicht:

1 = (r—dcos?)é,+dsin ey

analog ist

7y = (r—d cos)é,+d' sin ey

Abbildung 7.4: Formulierung der Abstandsvektoren 7; und 75 in Kugelkoordinaten

Einfacher ldsst sich die Gradientenbildung zur Berechnung der elektrischen Feldstédrke allerdings in

kartesischen Koordinaten durchfiithren:

) Q 9 ! “ -
7 — —grad® = - ~d
(z,y,2) grad ®(z,y, 2) Ae OF | /a2 + 2 + (2 —d)?  d /224 2+ (2 — d)?

Q |wétyey+(z2—d)e. axéztyey+(—d)e.|  Q [f ar
e | 12t (z—d2 a2t 2t (e —d)2 Cdme (v} drd
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7.5 Punktladungen und Hohlkugel 1

Skalarpotential und elektrische Feldstéarke der vorliegenden Anordnung zweier Punktladungen aufier-

halb einer leitenden Hohlkugel berechnet man ganz analog zur Aufgabe 7.4. Die Orte der beiden

Spiegelladungen im Inneren folgen wieder aus einer Kreisspiegelung, womit sich die in Abbildung 7.5
a

dargestellte Konstellation mit s = 72 ergibt. Ebenso kann die Gréfke der Spiegelladungen auf gleiche
Weise zu ¢ = QF ermittelt werden.

A

2 Punktladung  +@Q am Ort 7, = +dé,
5 \\\ Spiegelladung +¢ am Ort 7, ¢ = Fsé,
T4 ‘\\ 3 r1 ) )
‘ o = > >
—Q + 9 4 +Q s T EpTE T Ta% = FE
= — = s a z S
d a s 0 d ri = |F = :\/x2+y2+(z¢d)2
=12+ d2 F2rdcos?
r3/a = |7 —hgl= /22 + y2 + (2 F 5)2
—a =12+ s2 F 2rscos?

Abbildung 7.5: Punktladungen +Q und —Q bei z = d bzw. z = —d auflerhalb einer leitenden
Hohlkugel

Das Gesamtpotential lautet dementsprechend

1 + — — +
o) = | P M
dre | |7 =7 | 7= 7= g ]r—r+s|

1 1 al n al (r > a)
= —|———=—=— -— r>aq
dme (rq1 ro  drg  dry -

und die elektrische Feldstarke aulerhalb ist

o Q [ 7 .
E(raﬂ) = —grad@(r,z?) = rm E_%_g%‘i‘ga

Fiir den Fall, dass die Hohlkugel nicht geerdet ist und das Oberflichenpotential ®x = Py besitzt,
modifiziert man obige Ergebnisse und nimmt eine zusétzliche Punktladung @’ im Ursprung an, welche
auf der Kugeloberfliche das vorgegebene Potential hervorruft.

[1 1 1 17 1 !
oo, 9) = S |L_L_al al L@ Ly o - it
dree vy 1o dry  dry],., 4mer |,
=0
Q [1 1 al al]l a
= o(r,d) = —|————-— — iy >
(r,9) dme |ry Ty drs + dry + ro 0 (rza)
E—»( 19) Q -771 772 a773 + a774 + 77(1)
rnd) = —|5-—=5—--=3 ——=| +as
’ e v 3 dr3  dr} R
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7.6 Punktladungen und Hohlkugel 2

Wie in den vorangegangenen beiden Aufgaben ist fiir die gegebene Anordnung zunéchst die Position
und Grofse der Spiegelladungen ¢; und ¢s von @)1 und Q5 durch Kreisspiegelung zu bestimmen. Diese

befinden sich im Inneren der Hohlkugel bei y = § bzw. y = £ und haben eine Ladung von ¢; = —%

bzw. qa = % (Abbildung 7.6).

Punktladungen @i, Q2 am Ort 7] = 2a€,, 7 = 5aé,

Q1 o Qe
-
—a b=2a c=ba Y
2
h=%=5 qa=-—53Q=-%
2 2
h=f-% @--£0-%

Abbildung 7.6: Punktladungen ()1 > 0 und Q2 = —2@); aufserhalb einer geerdeten Hohlkugel

Das gesamte elektrische Feld im Auflenraum erhélt man durch Superposition der von den einzelnen

Ladungen erzeugten Felder und es gilt

" 1 7 =7 7 — 7 — 7 7 — 7
E(r) = [Qlﬂ e+ Q% t =52+ s 25]
dre | 777 =7 [3 7= T[3 7= gl |7 — g
7948, > Eo> > _az > _az
- & |: ﬁ afy3 - f 5aey3 - 1 f azfyg + 2 f a5fy3:| (T' > a)
Ame | |7 — 2a€y| |7 — baey| 2|7 — &y 5|7 — gey]

Die Kraft auf die Ladung ()1 berechnet sich nun aus der Feldstarke E (7)) am Ort der Ladung, wobei nur
das von den {iibrigen (Spiegel-)Ladungen und nicht das von ihr selbst hervorgerufene elektrostatische
Feld beriicksichtigt werden muss. Somit folgt

F’:QlE’(,FI) _ ﬁ-_2 7?/1_7:3 _1":‘11_77,15’ _1_27:11_7?/25
' dre | P =P 207 =gl 51— hgl?
_ ﬁ [, (2a—5a)e, 1(2a — 5)éy N g(2a — 2)éy
dme | (2a—5a)* 2 (2a—$)3 5 (2a—%)3
Q2| 2 11 +2 1|
= T -z = €
dme | (3a)? 2(%)2 5(%)2] 7
Q? 1 1 2 251 5 Q2
= =22 244 2.2 - - _*1
Arte (3a)? 2 59| T T2 mea?”
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7.7 Punktladung innerhalb einer Hohlkugelhilfte iiber leitender Ebene

Befindet sich eine Punktladung @ auf der z-Achse innerhalb einer leitfahigen Hohlkugelhalfte, welche
leitend mit der darunter liegenden und geerdeten zy-Ebene verbunden ist, so konstruiert man ihre
Spiegelladungen einerseits durch eine Spiegelung an der Ebene und andererseits durch Kreisspiegelung
an der Halbkugelschale, sodass die in Abbildung 7.7 dargestellte Anordnung entsteht.

z
—a%d (Spiegel-)Ladungen  £@Q am Ort 7, = :t%aé’z
a
+q am Ort 7 g = Fdé,
+Q
d=4, =30 q¢=£0=14Q
—a 0 a z 5t 3¢
-Q
7"1/2:7“—7?;: T3/4:T‘_F,:FS

Abbildung 7.7: Punktladung Q bei z = %a innerhalb einer leitenden Hohlkugelhalfte

Fiir Potential und elektrische Feldstarke folgt wieder durch Superposition:

1 Q

+Q  —Q  —q  +q

1 1 31 31
d(r.d) = — | X4 T4 T4 | =_F |__ - _ "~ 4L <
(r,9) 47T€|:T1+7”2+?”3+T4:| 4mte [rl 9 2T3+2T4] (r<a)
= Q Fl FQ 3773 3774
E 719 = - d® ,19:7 - — &3 — - t -—%
(r.9) grad (r, V) e [r3 13 2r§+2r2




42 7 ELEKTROSTATIK - SPIEGELUNGSPRINZIP

7.8 Punktladung iiber einer dielektrischen Grenzschicht

Betrachtet man eine Punktladung @ in einem Dielektrikum der Permittivitdt €1, welche sich im Ab-
stand a auf der positiven z-Achse vor der durch die zy-Ebene gebildeten Grenzschicht zu einem Di-
elektrikum der Permittivitat eo befindet, so ldsst sich das elektrische Skalarpotential ®(7) im Punkt
T = 0€, + z€, auf dhnliche Weise wie bei der klassischen Spiegelladungsmethode berechnen. Wahrend
die Ermittlung des Bildpunktes weiterhin {iber die bekannten Transformationen geschieht, sind hier
nun neue bzw. veranderte Bildladungen in beiden Medien zu beriicksichtigen.

Als Ansatz im oberen Halbraum (mit z > 0) formuliert man das Potential ®; als Superposition aus
dem Potential der urspriinglichen Punktladung () und dem Potential einer Bildladung Q*, welche sich

am Ort 7o« = —a€, auf der gegeniiberliegenden Seite der Grenzfliche befindet. Dabei nimmt man im
gesamten Raum ein Dielektrikum mit der Permittivitat ¢ an.
1 Q Q" I |1Q @ .
Dy (7) = — ——| = — 4 — mit 719 = /0% + (2 F a)?
1) 47 [\r—rQ| |r—rQ*|] 47teq [7‘1 ro ! 1/2 ¢+ (zFa)

Fiir den unteren Halbraum (mit z < 0) hingegen wird das Gesamtpotential ®5 als Uberlagerung der
Potentiale der Punktladung @ und einer Bildladung Q** am selben Ort 7y = 7g«~ = a€, in einem
Raum, welcher mit einem Dielektrikum der Permittivitat eo gefiillt ist, angesetzt.

47'[62 |’F—7’_‘)Q| |F—FQ** 47’[62 |F—TTQ| 47'[82 &t
Die Bestimmung der Bildladungen Q* und Q** erfolgt aus den Stetigkeitsbedingungen des Potentials
und der elektrischen Feldkomponenten an der Grenzfliche zwischen den beiden Dielektrika bei z = 0:

Dy(r) =

Be=0)= |2, & |__1 @+&
1 47eq \/g2—|—a2 \/92—1—(12 47, 1/Q2_|_a2
Q+Q"
€1

!

47'[52 \/ 92 + a? N
QreT

€2

(I)Q(Z = 0)

Eine Auswertung der Stetigkeit der Tangentialkomponente des elektrischen Feldes E* = F, liefert das
gleiche Ergebnis wie die Stetigkeit des Potentials zuvor. Die zweite Bedingung erhilt man daher aus
der Stetigkeit der Normalkomponente des elektrischen Verschiebungsfeldes D" = D, wie folgt

D} (z2=0) =¢1E,1(2=0)

e9F,2(2=0) = D5(2=0)

0P o
—e1grad ®1(2=0)€, = —&1 8721 L = —g9 8722 . = —eggrad Po(2=0)é€,
1 z—a . z+a Q+Q z—a
47t @ 3 23 +eQ /2 23 - 41 2 23]
Vo +(z—a) 0+ (z+a) 2=0 0+ (z—a) 2=0
-Q+Q° Q+ Q"
G——— = —0————
Vo? +a? v 0? + a?
RQ-Q" = Q+Q” (IT)
Aus den Bedingungen (I) und (II) bestimmt man die Bildladungen somit zu
*_61_82 wE *:62_51
N €1+ €2 @ @ €1+ €2
und das Potential in den beiden Halbrdumen lautet schliefslich
R Q 1 e1—éeg 1
) = - - Te -
1(T) 4mteq | €1+ eEary
Q €9 —€&1 1 Q 282 1
) - 14275 2 2 -
2(7?) 47189 * e1+e2 /) m 4reg |1+ €21
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7.9 Punktladung und Hohlkugel mit Dielektrika

Fiir die gegebene Anordnung einer Punktladung @) bei 7 = g€, innerhalb einer leitenden und geerde-
ten Hohlkugel vom Radius a, deren eine Hélfte die Permittivitat g aufweist, wihrend die andere mit
einem Dielektrikum der Permittivitdt € = e.ey gefiillt ist, konstruiert man die Ersatzanordnung, wie
in Abbildung 7.8 dargestellt, durch dielektrische Spiegelung innerhalb der Kugel und anschliefsender
Kreisspiegelung an der Kugelsphére.

(Spiegel-)Ladung ~ Q/Q* am Ort 7 o+ = Fde,

q/q* am Ort 7 0e = £d'€,

~_ a2 a2
a
3

T2 = 7= TQ/Q| =12+ d2 F 2rdcosd

T3/4 = |7 = Tq/q| = /12 + d2 F 2rd cos?

Abbildung 7.8: Punktladung @ bei z = d = § innerhalb einer leitenden Hohlkugel mit Dielektrika

Die Grofle der beiden auferhalb befindlichen Spiegelladungen berechnet sich nach der aus vorigen
Aufgaben gleichen Typs bekannten Beziehung zu ¢ = —50Q = —3Q bzw. ¢* = —50Q" = —-3Q".
Weiterhin erhélt man die dielektrische Spiegelladung Q* mithilfe der Ergebnisse aus Aufgabe 7.8 (mit
den Permittivititen 1 = g und g2 = € = g¢&;), sodass folgt

€9 B Eo — € o — €&

g1 —
@ €1+é&2 60+€Q e @ eote

Q

Das Gesamtpotential in der Kugelhélfte mit z > 0 und der Permittivitit g am Punkt ¥ = ré;. bestimmt
sich wiederum durch Superposition der Potentiale von Punktladung und allen Spiegelladungen und ist

Q [1 g—¢l1 3 €0—53]

(I)l(F) - 47'[60 ry

1 gg+ETY T3 g+ ETY

Die elektrische Feldstéirke folgt letztlich durch Bilden des Gradienten von @1 zu

B = Y |TLS0TETE a7 a0 ETd
W=7 3 3 3 3
Tieg 7] €0 FETH T3 €0 +ETy




44 7 ELEKTROSTATIK - SPIEGELUNGSPRINZIP

7.10 Zwei Punktladungen innerhalb einer geerdeten Kugel mit 2 Dielektrika

Wird in der Anordnung aus Aufgabe 7.9 zur Punktladung @1 = @, welche sich nun bei 7g, = %aéz im
Medium der Permittivitét e; befinde, eine weitere Ladung Q2 = —@Q am Punkt 7y, = —5€ innerhalb

der zweiten, mit einem Dielektrikum der Permittivitdt eo ausgefiillten Kugelhélfte hinzugenommen, so
kann bei der Berechnung des Skalarpotentials auf die vorigen Ergebnisse zuriickgegriffen werden und
sind lediglich die zusétzlich auftretenden Spiegelladungen zu beriicksichtigen. Es werden zunéchst nur
die Ladung @1 und ihre Spiegelladungen betrachtet, die wie in Abbildung 7.9 arrangiert sind.

A

(Spiegel-)Ladung  Q1/Q7 am Ort g, /o: = £d1€:
q1/q; am Ort 7, /g = £d €

g @
YTd T 2

ri2 = 7= 7Q,q;l= /12 + d} F 2rd; cos ¥

T3/4 = |7 — Fql/qﬂ = \/r2 + d’f F 2rd) cos?

—a

Abbildung 7.9: Konstruktion der Spiegelladungen der Punktladung 1 = Q bei z = dy = 2?“

Die beiden Spiegelladungen aufserhalb der Kugel berechnen sich dabei geméaft ¢ = —d%Ql = —%Ql
und ¢ = —7-Q7 = —%Q*{. Fiir Q7 erhalt man dagegen
« €1 —€2 N 3 3e1 — &9
g # e — —_ ——
! €1 +ée9 N 2Q1 2e¢1+¢e2

Als Zwischenergebnis folgt das Potential dieser vier Punktladungen am Ort ¥ = ré, im Medium mit
der Permittivitéit €1 zu

1 * * 1 g1 —¢e9 1 31 3e1—e9 1
C21+Q1+611+¢]1]_Q1{ +1 2 1 2 1

D (7)

4mey | M 9 3 T4 4mey | T g1+¢Ea21y 27rg 2e14+ 01y

Bei der Konstruktion der Spiegelladungen von ()2 ist nun zu beachten, dass das Potential im der
Ladung gegeniiberliegenden Dielektrikum bestimmt werden soll und fiir die dielektrische Spiegelung
daher ein anderer Ansatz zu wéhlen ist. Mit dem Ergebnis aus Aufgabe 7.8 gelangt man somit zu einer
Ladungskonstellation, wie sie Abbildung 7.10 zeigt.

(Spiegel-)Ladung  Q2/Q3" am Ort 7, gz = —d2€;

Hok — _ ! =
q2/q5" am Ort Tanaz = —d5€,
2 2
a a
d,2 = —_— = 7 = 3a
do 3

r5 = | — 77622/623* = \/7“2 + d% + 2rdy cos ¥

r6 = I — Ty g5l = /12 4+ dF + 2rd) cos

Abbildung 7.10: Konstruktion der Spiegelladungen der Punktladung Q2 = —(Q) bei z =dy = §
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Unter Beachtung der Permittivitéiten gilt fiir Q2 + Q)5* sowie fiir die Gréfe der Spiegelladung g2 + ¢5*

E1—¢&2 2e1 Kk a *k
= = + @t = = (Qa+ -3
- +52> 27 e tes @ © T dy (Q2+@27)

261
€1+¢€2

@05 =1+
Das von dieser Ladungsverteilung im Medium 1 hervorgerufene Potential lautet demnach

Po(f) = |2 t@y eter) Q@ f 22 1 G 1
. dmey T5 6 47teq

€1+ €Ty €1+t E2Tg

und man erhélt als Gesamtpotential durch Addition beider Teilergebnisse

Ql 1 €1 — &2 1 31 361 — &9 1 QQ 251 1 651 1
-4 == — | + _ _
47'[81 47'[61

Py (r) =

1 £1+ €279 2r; 2e1+¢e9my 61—|—€2E €1+ EaTg
Q [1 e1—eal 31 3e1—e1 21 1 6e1 1]

T E1+ €979 2r;3 2e1+e91y €1+ €275 €1+ ¢EarTg

4meq

bzw. fir die elektrische Feldstirke

- = Q 771 €1 — &2 ’FQ 3 Fg 361 — &9 ’F4 261 ’F5 661 Fﬁ
El(f"):—grad@ﬂr): ) 3753 5 35 *34- 3
47eq Ty €1+ ea2ry 27”3 21+ &9 Ty €1+eary €1+éearg
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8 Elektrostatik - Elektrisches Dipolmoment
8.1 Elektrischer Dipol im Feld einer Punktladung (Ndherung Punktdipol)

Die Ladungen @1 = @ und Q2 = —@Q in den Punkten P;(a, 0, é) und P»(a, 0, —%) bilden zusammen
einen parallel zur z-Achse ausgerichteten elektrischen Dipol mit Dipolmoment 7 = QIé,. Im Feld der
Punktladung (g im Koordinatenursprung wirkt auf die beiden Ladungen des Dipols eine Kraft, die
sich nach dem CouLOMBschen Gesetz berechnen lasst. Es gilt:

= = Qo =T T — T QoQ | m—7 Ty — T
@ Z ()= e |9 =78 TP/ B T e R =P =P
o >
aey + 5€ A€, — 5€ 1

_ Q@ e L @@ 5 |aé: + s —aéy + <€

4mte 9 132 9 132 4mte 9 12 2 2
+(3) +(3) 7
_ Qo Qlez Qo P 0 Qop
 dme 2o Ame 20 Anead®
CL2 + x (12 x

Fiir den Punktdipol, d.h. beim Grenziibergang des Abstandes [ — 0 zwischen den Ladungen )1 und
Q2 mit der zusétzlichen Forderung, dass p = QI konstant bleibt, geht der Abstand des Dipols von der
Punktladung Qg in den radialen Abstand a tiber.

8.2 Punktladung im Feld eines elektrischen Dipols
Das vom Dipol mit Dipolmoment = pe, am Ort 7p = a€, ausgehende elektrische Feld ist allgemein

definiert durch 1 ()7 .
Lo ) P

FE = — iy
p(7) 4mte [3 7o 7’3}

Mit dem Aufpunktvektor der Punktladung g = 2aé, + 3ae schreibt sich der Abstandsvektor als
7= 7o — 7p = 2a(é, + €,), der Abstand ist 7 = 2a+/2 und es folgt fiir die Kraft auf die Ladung @

5 = Q () Pl Q (2a(ey + €z)p€Z)2a(€y +€) e,
R N R v
_ Q p 3(2a)2(€y+€2) _z :i p [35y+5z é’:|
Ame (QQ\/§)3 (QQ\@)? 47te 164/2a3 2 i
Q p

— R32\/5(13(Bey+ez)
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8.3 Kreisformige Doppelschicht mit konstanter Dipolmomentdichte

Das Skalarpotential auf der z-Achse am Ort ¥ = zé,, hervorgerufen durch die in der zy-Ebene befind-
liche kreisformige Schicht mit Radius a und der Dipolmomentdichte 7(7) = mgé;, bestimmt sich mit
dem Quellpunktvektor 7 = '€, geméf

co a 27

1 DA A 1 5 /—»Z —»Z_ 7 >
0y = o [ Dy = L[ [ CE S) ggg
e . |77 — 77| 7{5700 ) N
a L t(a) H(a)
_ omo_ [ e m=egrmoz [ dE_mg [—1} __mo< : 2 )
- Zrgr  22) P 2 Vil 20 \V2trd2 V22
t(0)

Die elektrische Feldstarke ergibt sich aus dem Gradienten des Potentials zu

- B 0®(z) _ mg O z .
E(f) = —grad®(r) =— 8,(2’)6'2_2;82 <m$1>€z

/92 2 2z
mo 25+ at = z5 /25 | 5 _ Mo 22 +a?— 22 s Mo a? z
2e 22 4 a? 22 /72 1 2 T2 /2 T a2

8.4 Feld von zwei elektrischen Dipolen

Mit dem Aufpunktvektor 7 = ye, auf der y-Achse berechnet sich das Skalarpotential beider Dipole

1 = po(€x + €y) und pr = —p1 am Ort 77"1/2 = #+aé, durch Superposition der Einzelpotentiale zu
2
1 pi(F—7%) 1 r—17 7 — 7
o) = — ST s 5
O = G o e AR A

_ po —2a(€x +€y)é _ po a

47te y2+a23 2me /y2+a23

8.5 Dipol iiber einer leitenden Ebene

Zur Bestimmung des elektrischen Feldes des Dipols mit dem Moment p' = po(€ + €,) am Ort 7p = aé,
vor der leitenden und geerdeten yz-Ebene nimmt man nach dem Spiegelungsprinzip einen zweiten
Dipol mit dem Dipolmoment p' = py(€;, — €,) auf der gegeniiber liegenden Seite bei 7, = —aé, an und
berechnet das Gesamtfeld als Summe der elektrischen Felder beider Dipole. Mit dem Aufpunktvektor
7" = y€y eines Beobachtungspunktes auf der y-Achse ist dann

= 5 7 1| (F=m)p)(F—7D)  F (F=p)p ) (F=ip) 7
E(f) = Ep(M+Ep(F)=-—|3 — 3 -
" D“*“”4m[ [ N A S R T
[ [—a 1 —a 1 a 1 a 1
1 y 1) Po y 1) Po y) \ -1 Po y _1)Po

= — 3
5
4me I /42 + a2 /42 + a2
_ P | ,2a(y —a)é 2€; __po | 3aly—a) n 1 &
- 5 3|~ 5 x
dme | Vy? + a? N 2ne |\ /2 1 a2 /2 + a2
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8.6 Elektrischer Dipol im Feld einer Punktladung

Wie in Aufgabe 8.2 bestimmt man zunéchst das elektrische Feld des Dipols mit dem Dipolmoment p’
am Ort 7p, wobei sich der Abstandsvektor mit dem Ort der Punktladung 7 als 7= 7o — 7p schreibt.

Ep(r) = e

GEE

Die CouLoMB-Kraft der Punktladung @) auf den Dipol berechnet sich damit zu

Q [3 (fe —)P) (T —7D) P ]

Ame 7o — ™ ? " |fg — )3

4me

1 [S(ijf ﬁ}_ 1

7Q — ™ ° I — P

(7o — 7)P) (Fo — ™) i ]

F=-Fp=-QEp=—

Das negative Vorzeichen ergibt sich dabei aus dem Wechselwirkungsprinzip, d.h. es wirkt eine betrags-
méafig gleich grofle, entgegengesetzte Kraft von der Punktladung auf den Dipol wie vom Dipol auf die
Punktladung ausgetibt wird (,actio=reactio®).
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9 Elektrostatik - Kapazitat und Energie im Dielektrikum

9.1 Kapazitit eines Kugelkondensators

Aufgrund der Rotationssymmetrie des Kugelkondensators bietet es sich an, zunéchst das elektrische
Feld E = FE.¢e, im Innenbereich ¢ < r < b zwischen den beiden Elektroden nach der (GAUSSschen
Methode zu berechnen. Die Integration erfolgt dabei iiber das Volumen bzw. die Oberfliche einer
konzentrischen Kugel mit Radius r. Mit dA = dAé, und dA = r2sin Jdvdep folgt dann

g#E(ﬁdj = ///gy(?’)dv
ov

\%
2w 2r o
5//Er(r)r2sin19d19d<p:47[&7“2Er(r) = ///Qv 2 sin 9dr'ddde
00 00 0

Fiir r < a befindet man sich innerhalb der Innenelektrode, womit das Integrationsvolumen keine
Ladung enthélt, da diese nur auf den beiden Elektroden verteilt ist. Die rechte Seite in obiger Gleichung
ist dementsprechend Null und die elektrische Feldstérke im Inneren verschwindet. Gleichermafen ist
das Feld im Aufsenraum Null, denn der Kondensator ist insgesamt neutral und fiir die eingeschlossene
Ladung beider Elektroden gilt [[| oydV = +Q — Q = 0. Im Bereich des Dielektrikums mit € = ey
schlieftt man dagegen die innere Elektrode ein und berechnet somit fiir die Feldstérke

Q 1

drer? B (r) = Q = E.(r) = P

Das Skalarpotential folgt aus dem Gradienten des elektrischen Feldes mit der Randbedingung ®(b) = 0
an der geerdeten Aufsenelektrode

B od . = Q _ g lr_i 1 1
=g = o(r) = /E T 4me ’2_ 47[5[ r’]b_47r5 r b
/ ame\r %)

B B Q 7_1 Qb—a B ab

o=®) = 22\370) " 2 ab = Q=dnelo—

Die an den Kugelkondensator angelegte Gleichspannung Uy entspricht der Potentialdifferenz zwischen
beiden Elektroden, womit sich Feldstirke und Potential schlieflich wie folgt ausdriicken lassen

ab Uy b—ra

E.(r)= O(r)=Uy (a<r<b)

b—ar? b—ar

Als Kapazitidt der Anordnung erh&lt man nun

_Q_ ab
C—U0—4Tr5b_a
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9.2 Kapazitit einer Koaxialleitung

Wie bereits in Aufgabe 9.1 fiir einen Kugelkondensator geschehen, berechnet man fiir die gegebene
Koaxialleitung zunéchst das elektrische Feld im Inneren unter Nutzung der GAUssschen Methode

@1

= <o0<b
2mel o (a<e=?)

21 1
8O/O/Eg(e)gds0dz = 2meloEy(0) = Q = Ey(o) =

und aus diesem mithilfe des Gradienten das elektrische Potential bzw. die Potentialdifferenz zwischen
Innen- und Aufenelektrode

E,=-2% o a@) = o) —/Eg(g)d@ — a(b) - [l _ B(b) -yl (3)
b

0o onel | o 2mel
b

_ _ @ b
= U=®(a)—®(b) = 5reel In -
Hiermit folgt die Kapazitiat C' der Leitung zu

Q 2mel

C = — =
U In(b

Die im Dielektrikum gespeicherte elektrostatische Energie bestimmt sich nun geméfs

W o= ;// EﬁdV—;// E24V

b 2m Q2 l 271 b d Q2 b
o
= dpdpedz = ———— [ d d -
///<2n5lg> edpdecz 87125l2/ Z/ S0/ o  4mel <a>
0 0 a
=l =27

9.3 Kapazitit eines Kugelkondensators mit inhomogenem Dielektrikum

Besitzt der Kugelkondensator aus Aufgabe 9.1 ein inhomogenes Dielektrikum, so muss die Rechnung
entsprechend abgedndert und die vom Radius abhéngige Permittivitdt e(r) = eo% beriicksichtigt wer-
den. Wahrend sich hierbei der gleiche Ausdruck fiir die elektrische Feldstarke ergibt, so bestimmt sich
die Potentialdifferenz zwischen beiden Elektroden nun jedoch zu

a a

O(a) = ‘b(b)—/Er(r)dr:¢>(b)— ngm;drsz(b) 4?{?0/73
b b ,

Qa 11¢ Qa (1 1 Qa b —a?
®(a) —P(b) = — ——| = —— ==
(CL) ( ) 47'[60 272 b 87’[60 a? b2 87’[60 a?b?
und die Kapazitéit lautet in diesem Fall
b2
C = Q = @ = 8meg a4
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9.4 Energie in einer dielektrischen Kugel

Die Berechnung der im Dielektrikum der Kugel und im Aufenraum enthaltenen elektrostatischen
Energie W setzt die Kenntnis der elektrischen Feldstarke voraus, wofiir wieder auf das Ergebnis aus
Aufgabe 9.1 zuriickgegriffen werden kann. Statt der auf der Innenelektrode des Kugelkondensators
befindlichen Ladung ) schliefst das Integrationsvolumen hier nun die Punktladung Qg im Ursprung
ein und die Feldstérke lautet

Qo 1

2 —
dner*Er(r) = Qo = E.(r) = e 12

Somit folgt fiir die Energie im Volumen zwischen einem Radius a¢ und dem Aufsenradius b der Kugel

b 2n n
€ € .
W, = 2///ET(7“ =3 // (47157’2> 72 sin 9dddpdr
a 0 O
T b 1 b Q .
— — __ x0 (= _ =
- 32n2 / /Smﬁdﬁ/ _8715[ rL 8rre (a b>

_27t :2

und fiir die Energie aufserhalb mit e, = 1 bzw. £ = ¢g

= 2 2 R 2
/< o 1) 2 sin 9dddedr = 86270 lim [—1] = @ !
0

R 27
_ﬁ
Wa 2 R
b(]

9.5 Energie in einer geladenen Kugel

47eq r2 7teg R—o0 "]y 87eg b

Fiir die geladene Kugel mit Radius @ und der homogenen Raumladung oy = 00©(a — r) bestimmt
man analog zu den vorangegangenen Aufgaben in einem ersten Schritt zunéchst das elektrische Feld
im betreffenden Raumbereich, d.h. das Feld im Inneren der Ladungsverteilung

. # B /// ov(7)dV
ov 1%

2m T r 2m T r

5//Er(r)r2 sin¥dddy = dner?E,.(r) = ///Qo@(a — ") sin 9dddpdr’ = 4o / r2dy!
00 000 0
20 [ oo
ET‘ e _ | — = — <
= (r) 2 [ 3 ]0 3LT (r<a)

und hieraus die im Kugelvolumen enthaltene Energie

a 2m T

2
W = ;// E.(r)%d /// —7“ r 2 sin ¥dddedr = 7TQO/ ridr
1%

0 0
27[@% {75]& 27[@0 5
= _— —_ = Qa
0

e 5 45¢e
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9.6 Energie in zwei dielektrischen Schichten

Die vorliegende Anordnung einer Kugel mit Radius a, in deren Mittelpunkt sich die Punktladung @
und auf derem Auferen sich zwei dielektrische Schichten mit den Aufenradien b = 2a bzw. ¢ = 3a
sowie den Permittivitdten 1 bzw. €2 = % befinden, dhnelt derjenigen aus Aufgabe 9.4, weshalb die
dort erhaltenen Ergebnisse zur Losung genutzt werden kénnen und nur geringfiigig modifiziert werden
miissen. Fiir die elektrische Feldstéirke gilt wiederum

Q1

2 _
drer*Ep(r) = Q = E.(r)= i

Im inneren Dielektrikum mit a < r < b ist € = €1, womit fiir die darin gespeicherte Energie folgt

21

b
9
m=5/]
0

a 0
_ QQ 1 QQ 1 1 _ QQ
= 8me, | r|. " 8me  \a  2a)  16mea

In der dufseren dielektrischen Schicht mit b < r < ¢ ist € = €9 und die Energie somit

yd 2a

| Q* far
— Ydddedr = —
/<47r£1 r2> ¥ sin 7T Sy ) 2

a

c 2n T

3a
. Q2 dr
= — Y¥dddepdr = —
Ws //<47ng 7"2) r*sin par 8mey | 12
0 0

2a
B Q2 1 3a Q2 1 1 _ Q2
T 8mey | 1, 8mey \2a 3a)  48mega

Als Gesamtenergie des geschichteten Dielektrikums erhélt man dementsprechend

2 2 9
Wges = W1 +Wa = Q <—|—1>_ Q <1+3>_ Q

8ma \ 2e1  6¢&9 8meia \2 6 8meia
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10 Stationdres Stréomungsfeld

10.1 Stromdurchflossener Biigel

Infolge der gleich bleibenden Querschnittsflache ist der Betrag der Stromdichte J = % iiber die Lange
des Leiterbiigels konstant, weshalb wegen der homogenen Leitfahigkeit £ des Materials mit J=kE =
—k grad ® auch der Gradient des Potentials ¢ konstant sein und ¢ damit linear vom Winkel ¢ abhéngen
muss. Aus den Potentialwerten an den Leiterenden kann daher die Relationsgleichung ®(¢) = mp +n
wie folgt bestimmt werden:

@((p) — N p=n (I)(T[) — q’a B _(I)a — q)b

o= elp=0)=2, m= 22 . =
P, — O
= (I)(SO) = _aTbSO + (I)a = (I)a - (cI)a - cI)b)

als

Die Stromdichte ist geméfs obiger Materialgleichung mit dem elektrischen Feld verkniipft, welches sich
aus dem Gradienten des Potentials berechnen lasst

> - 0o 109 0P 0P
J = kE=—-rgrad®(p)=—Kk | - €+ —F—€,+ — €. :—E—@,
0o 00p 0z 0 0p
R , ~
=0 =0
R (q) —‘I’b) R K -
= —E <_a7-t epz E(q)a—Qb)ego

Den Widerstand R eines Leiters der Lange | und Querschnittsfliche A bestimmt man allgemein nach
dem OHMschen Gesetz aus dem Quotienten der {iber diesem abfallenden Spannung U und dem darin
fliekenden Strom I, wobei sich die Spannung aus dem Wegintegral des elektrischen Feldes U = [ Edi =
El und der Strom aus dem Flichenintegral iiber die Stromdichte I = [[ JdA =JA ergibt. Somit folgt

U El_ El 11

I_JiA_HEA:M

Der Widerstand des Biigels ergibt sich nun durch Zerlegung des Leiters in infinitesimal schmale, koaxiale
Hohlzylinderelemente mit der Querschnittsflache A = b-dp und Lénge | = 7o, welche bei lateraler
Durchstréomung parallel zueinander liegen und jeweils einen Beitrag dG zum Gesamtleitwert G liefern.
Aufgrund der Parallelschaltung wird nun iiber alle Leitwerte integriert und man erhélt

A
dG = n—:ﬁ@
l o
T bd b fd b 1
o - /KQZH szn(@a) L p_t__m
m  m) e mo\e G Hbln(g—“)
Qi Qi Qi
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10.2 Halbkugelerder

Zur Berechnung des Skalarpotentials ®(7) bestimmt man zunéchst das elektrische Feld E aus der
Stromdichte J im Abstand r zum Mittelpunkt des Halbkugelerders. Da der Strom I vom Erdungspunkt
radial ins Erdreich abflieRt, besitzen Stromdichte J = J(r)&, und elektrostatisches Feld E = E(r)e,
jeweils nur eine Radialkomponente und das Flachenelement lautet in Kugelkoordinaten dA4 = dAe,
mit dA = 72 sin ¥d¥dy. Man integriert nun iiber die untere Halbebene des Erdreichs und erhilt

2n T

I = // JdA = / / Jr?sin9dddy = J 2mr?
A 0 g
= j(r) I
E(r) = =2 =—"56
(r) K 2rtrr?

Das zugehorige Skalarpotential bestimmt sich aus dem Gradienten des elektrischen Feldes, wobei die
Integration - im Unendlichen beginnend, da hier das Potential verschwindet - bis zum Abstand r vom
Erdermittelpunkt durchgefiihrt wird. Das Oberflachenpotential ergibt sich dann durch Einsetzen des
Radius a des Erders.

r

r I a1 I
(p - @ - E ! d / = - _— = — @ —
(r) & / (r')dr 21K / r’2  2mkr ’ (a) 2MKka
-0 00

o0

Fiir den Erdungswiderstand folgt schliefslich
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10.3 Stromdurchflossenes Hohlzylindersegment

Um die iibrigen gesuchten Gréfen zu berechnen, wird zunéchst der Widerstand R des gesamten Hohl-
zylindersegmentes bestimmt, wobei wieder wie in Aufgabe 10.1 verfahren und der Leiter in differentielle
Leiterelemente zerlegt wird. Der Beitrag dR eines infinitesimal diinnen, koaxialen Hohlzylinderelemen-
tes der Querschnittsfliche A = h - pa und Lénge | = dp zum Gesamtwiderstand ist dabei

11 1 do
dR= —— = ——
kA Kk hoo
Bei radialer Durchstromung des Segmentes ergibt sich eine Reihenschaltung aller Leiterelemente, wes-
halb man iiber sdmtliche Widerstandsbeitrige integriert.

b b
po [Lie_ L fdo_ ()
| khoa  kho 0o _kha

a a

Der von aufsen nach innen durch den Leiter flieflende Strom [ ist aufgrund der Kontinuititsgleichung
konstant. Lediglich die Querschnittsfliche A variiert, sodass die Stromdichte J an der inneren Man-
telflache grofer ist als an der &ufleren. Mit J=—-J (0)€, und dA = odedze, in Zylinderkoordinaten
berechnet man fiir Strom und Stromdichte

U ey e (B ko
I — §_<(I)(b) ( ))ln(g)_ ln(b)

a

_ //fdﬁ: —/h/aJ(g)gdgpdz — —J(0)oath

> Jo) = =,
a

Hieraus folgt direkt der Ausdruck fiir die elektrische Feldstérke E sowie iiber den Gradienten des Feldes
das Skalarpotential ®

—

R L 1) B T _ 0%(0) .
E(o) = p __an(g)eg ——Tgeg
o0 = o) [ B~ v e [ o (3,0
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10.4 Zylindrischer Leiter mit ortsabhingiger Leitfahigkeit

Analog zu Aufgabe 10.3 berechnet man zuerst den elektrischen Widerstand des zylindrischen Leiters.
Der Beitrag dG eines infinitesimal diinnen, koaxialen Hohlzylinderelementes der Querschnittsfliche
A =2mp-dp und Linge [ zum Gesamtleitwert ist

) 2modo
2a

A
dG = K,(Q)T = Ko (1 l

Bei axialer Durchstromung des Zylinders ergibt sich eine Parallelschaltung aller Leiterelemente mit

B r 0\ 2modo  27tkg i 0?
G = /KJO (1 2a) I /(g 2a do
0 0

=~ R = ~=_"_
G  2mkpa?

Stromdichte J und Strom I lassen sich nun aus dem Potential ® berechnen, fiir welches analog zu
Aufgabe 10.1 wieder ein linearer Verlauf entlang der Zylinderachse angenommen werden kann. Es ist

(I)(Z) = (1)(0)+ Z = = —z
=0
T = KB =—n(o)srad () = o (1- 2) 2 (U ) =" (1o 2)e

a 2m

r 2
I—//_)A HJ()U// 1_7 :27(/<cOU <Q—Q>dg
l 2a
0

_ mRU &*1" _ 2mroUa’
= 7 |¢ " 3a), 31
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11 Magnetostatik - Durchflutungs- und Induktionsgesetz

11.1 Magnetischer Fluss durch eine ruhende rechteckige Leiterschleife

Bevor der magnetische Fluss durch die rechteckige Leiterschleife berechnet werden kann, muss zunéchst
das vom Gleichstrom I hervorgerufene Magnetfeld um den Leiter bestimmt werden. Ausgehend vom
Durchflutungsgesetz der MAXWELL-Gleichungen, welches das magnetische Feld H mit der Stromdichte
J verkniipft und in dem fiir die magnetostatische Betrachtung die zeitliche Ableitung der elektrischen
Flussdichte D entféllt, gelangt man durch Bildung des Flachenintegrals zu einem Ausdruck fiir den
Strom durch den Draht.

rot H = J+—

//mtﬁdg:yﬁﬁdf _ //m:f
A 0A A

Als Fléche wird aufgrund der Zylindersymmetrie eine konzentrische, senkrecht auf dem Leiter stehende
Kreisfliche mit Radius ¢ gew#hlt, welche den gesamten Strom [ umfasst. Das Fléchenintegral iiber
die Rotation des Feldes schreibt sich dabei mithilfe des STOKESschen Integralsatzes als Wegintegral
iiber den Rand der Fliache, wobei die magnetische Feldstarke H=H (0)€, wegen des gleich bleibenden
Abstandes ¢ zum Leiter auf dem gesamten Weg konstant bleibt. Mit dem vektoriellen Wegelement
dr’ = pdpe, und unter Verwendung der Materialgleichung B= uﬁ erhélt man also

2mn
/H(Q)%sto?@ =2mpH (o) = I
0
= H(p) = %ew bzw. B(Q):ZTIQ%

Der magnetische Fluss ® 4 ergibt sich nun durch Integration der magnetischen Flussdichte iiber die
gesamte Rechteckfliche der Leiterschleife

zo+h 0o+b zo+h 00+b

S . Ll do wlh 00 +b
Dy = BdA = B = — —=—In|——
4 // d / / (Q)eq}dgdze@ 21 / dz 0 27 . 00
A

20 ©0 20 ©0




58 11 MAGNETOSTATIK - DURCHFLUTUNGS- UND INDUKTIONSGESETZ

11.2 Magnetischer Fluss durch eine bewegte rechteckige Leiterschleife

Da bis auf die Bewegung der Leiterschleife die gleiche Situation wie in Aufgabe 11.1 vorliegt, kénnen im
Wesentlichen die zuvor erhaltenen Ergebnisse tibernommen und miissen lediglich die Integrationsgren-
zen bei der Berechnung des magnetischen Flusses modifiziert werden. Entfernt sich die Leiterschleife
mit der Geschwindigkeit vg in radialer Richtung vom stromdurchflossenen Leiter, sind Unter- und Ober-
grenze bei der Integration nach dem Abstand g zeitabhéngig mit o;(t) = 0o+vot und g4 (t) = 0o+b+uvot,
sodass gilt

20+h 0a(t) 7 zo+h Qo+b+v0td n ) .
(I’A(t)://édff: / /B(Q)dedz=“ /dz / do_¢& 1n<QOJr +”0>
27 1% 27 00 + vot
A 20 ei(t) 20 eo+vot

Alternativ ldsst sich der magnetische Fluss auch dadurch berechnen, dass die Leiterschleife als ruhend
und der Linienleiter als bewegt angenommen wird, was letztlich der selben Relativbewegung entspricht.
Mit o(t) = 0o + vot ist dann

20+h 0a(t) t+At )

ul ulh / vodt ulhvg / dt
DA(t) = dodz = =
Alt) / / 2mo(t) 0= on 00 + vot 27
20 Qi(t) t t

b
’thln 00 + Vo (t—l-%) B ’thln 00 +vot +b
27t 0o + vot Com 0o + vot

Fiir die in der Leiterschleife induzierte Spannung u;,q folgt aus dem Induktionsgesetz der MAXWELL-
Gleichungen nach Bildung des Flachenintegrals iiber die Rechteckfliche und unter Anwendung des
STOKESschen Integralsatzes die Bezichung

. OB
tEF = ———
Tro at
//rotﬁdﬁ'_ygﬁdf _ —/ %d“_—a//édﬁ
ot ot
A 0A A A
—— N——
=Uind =04y
0 4
BT

Im konkreten Fall liefert die zeitliche Ableitung des magnetischen Flusses eine Spannung von

. _ 0D 4(t) _plh 0
Uing(t) = — % o 5 [ln(go + b+ vot) — In(op + vot)}

ulh 0 0 _ plhvg 1 1
2 \ oo + b+ vt 0o + vot 2n 00 + vot 00 + b+ vt
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11.3 Gegeninduktivitat - Linienleiter und dreieckférmige Leiterschleife

Die Gegeninduktivitét Loy der Anordnung aus Linienleiter mit dem Strom I; entlang der x-Achse und
der den Strom I5 filhrenden dreieckigen Leiterschleife in der zy-Ebene ist allgemein definiert als

mit dem magnetischen Fluss ®5; durch die Fliache der Leiterschleife, welcher sich aus dem vom Strom Iy
verursachten Magnetfeld bestimmt. Mithilfe der Gleichung fiir die magnetische Flussdichte des geraden
Linienleiters aus Aufgabe 11.1, die entsprechend der vorliegenden Geometrie anzupassen ist, berechnet
man also zunéchst den die Dreiecksfliche durchsetzenden Fluss. Fiir das entstehende Flachenintegral
muss die schrig zu den Koordinatenachsen liegende Dreieckseite dabei als obere Integrationsgrenze in
Abhingigkeit entweder von x oder y ausgedriickt werden®.

c x(y) c oY) ; ; c
- . - pdy Hi1 a ¢~y
0] = BdA = B dxdye, = ——dxdy = — d
2 / // (y)e:dedye / / 27y vy 27Tc—b/ Y Y
A b O b 0 b
,u[l a

2m c—b[cm(y)_y};:%cib (cln(g) +b_c> :";7511 (ba—ccln <lc)> —a)

Hieraus folgt schlieflich direkt die Gegeninduktivitat zu

1Obwohl die Integrationsreihenfolge prinzipiell auch vertauscht werden kann, fiihrt die hier gewshlte Integration auf
einem kiirzeren Rechenweg zum Ergebnis und fiir die obere Grenze der inneren Integration ist z(y) als Gleichung der
Hypotenuse aufzustellen.
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11.4 Gegeninduktivitat - 2 Linienleiter und quadratische Leiterschleife

Wie bereits in Aufgabe 11.3 ausgefiihrt, wird zur Berechnung der Gegeninduktivitdt der Anordnung
zuerst der magnetische Fluss durch die quadratische Leiterschleife bestimmt. Das dabei zu bertick-
sichtigende Magnetfeld ergibt sich aus der Uberlagerung der Felder beider Linienleiter bei y = 0 und
y = 3a, durch die in entgegengesetzter Richtung jeweils der Strom I; flieft. Die gesamte magnetische
Flussdichte ist somit

- -, - wly pwh L pl (1 1 R
) L 2my ¢t 21(3a—vy) “ = on (y + 3a—y ©

als magnetischen Fluss erhélt man

b+a b+a

s > uly 1 1 ulia / 1 1
P = B(y)dA = =— — dzdy = — d
2 // () 27 //(y+3a—y> rey 21 y+3a—y Y
A b b

ulia b+a) 3a—(b+a)\| wha b+a 3a—b
om [m( b ) 1“( 3a— b = M\ 20—

und fiir die Gegeninduktivitat folgt

Dy pa b+a 3a—05b
L :7:71 .
27T 27'cn< b 2a—b

Um den fiir eine minimale Kopplung der Schleife, d.h. fiir eine moglichst geringe Gegeninduktivitéat der
Anordnung zu wihlenden Abstand bpyiy, mit 0 < byin < 2a zu ermitteln, bestimmt man das (lokale)
Minimum von L9; durch Ableiten nach b und Null-Setzen des resultierenden Ausdrucks.

8L21 _ una (9
5% — 950 [ln(b +a) — In(b) + In(3a — b) — In(2a — b)
_ pa 1 1 1 1 1
- 2n [b—ka b 3a—b+2a—b] =0
Ba—b)+b  (2a—b)+ (b+a)
(Ba—bb  (2a—b)(b+a)
3ab—b> = 2ab—b>+2a® —ab = bmin = a

Es zeigt sich also, dass die geringste Kopplung fiir den Fall erreicht wird, bei dem sich die Leiterschlei-
fe genau mittig zwischen beiden Linienleitern befindet, wie man dies auch aufgrund der Geometrie
erwarten wiirde. Die Gegeninduktivitét ist dann

a
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11.5 Gegeninduktivitat - Linienleiter und gleichschenklige dreieckformige
Leiterschleife

Die gegebene Anordnung eines entlang der z-Achse verlaufenden und den Strom I; fithrenden Linien-
leiters und einer Leiterschleife in Form eines gleichschenkligen Dreiecks, durch welche der Strom I
fliett, dhnelt derjenigen aus Aufgabe 11.3, weshalb sich die Gegeninduktivitdt dementsprechend auf

gleichem Wege berechnen lidsst. Mit b = 5 und ¢ = %a sowie unter Ausnutzung der Symmetrie der

Leiterschleife beziiglich der y-Achse bestimmt man den magnetischen Fluss zu

wle
o

c =(y) c Y~

by — //BdA—2//B ezdxdyez—2/ “— Mll/(l—a>dy
21y T 3y
b

0
Ly ]t (2,

o

I
= A1 [c—b—i—
T

S
VR
[N~
~~
| I

—1In
3

Die Gegeninduktivitat ist demzufolge

P pa 2
Loy = =—1(|1—=1In2
2= 7r< 3“)

11.6 Magnetfeld eines stromdurchflossenen Leiters

Fiir den sehr langen, in z-Richtung verlaufenden Leiter mit Radius a, durch den der Gleichstrom Iy
fliekt, berechnet sich die magnetische Feldstirke H(F) = H (0)€, analog zu Aufgabe 11.1 aus dem
Durchflutungsgesetz. Wegen der konstanten Leitfahigkeit ist auch die Stromdichte J = Jé&, iiber dem
gesamten Querschnitt des Leiters konstant und man kann schreiben

yf Hdr =
0A
27

/H(Q)@dso =2mpH (o) =

0

-

dA

a>§

2 0
/J@(a —0)ddpdo = 27{]/@ a—0)ddo
0 0

o\rc

Waihrend bei der Integration iiber die senkrecht zum Leiter stehende Kreisfliche mit dem Radius p fiir
den Fall g > a, d.h. aulerhalb des Leiters, der gesamte Strom Iy erfasst wird und somit gilt

2npH(p) = 27rJ/g’dg' = Jna® = I

0
- Iy

= H(p) = 2—@6@ (0> a)

schliefit man im Leiterinneren fiir ¢ < a nur einen Teil des Gesamtstromes ein und erhélt dementspre-
chend eine geringere magnetische Feldstarke

o
2
omoH (o) = QnJ/g’dg’ B R el 10—2 — I (9)
TTa
0
= In [0\2 Iy
=  H() = =% (f) * <
(0) o \a) %= 2% (e<a)
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11.7 Magnetfeld eines stromdurchflossenen Koaxialleiters

Die Berechnung der magnetischen Feldstarke im gesamten Raum des Koaxialleiters, bestehend aus
Innenleiter mit Radius a, durch den der Strom I; = +1 flieft, und Aufenleiter mit Innenradius b und
Aufenradius ¢, welcher den Strom I, = —1I fiihrt, erfolgt auf gleiche Weise wie in Aufgabe 11.6 fiir den
Einzelleiter. Innerhalb des Innenleiters mit o < a gilt

31 2 0\?
%Hdr = H(o)2mo = Jimo? = +1 (5)
0A

. I
= H(o) = WQ% (0<a)

Im Zwischenraum zwischen Innen- und Aufsenleiter, d.h. fiir a < ¢ < b, erfasst man den gesamten
Strom I; des Innenleiters und es ist

%ﬁdF:H(Q)QTEQ = Jﬂraz:[i:_g_[
0A

. I
= H(p) = %ew (a < 0<b)

Befindet man sich im Leiterinneren des Aufenleiters mit b < ¢ < ¢, ist zusétzlich zum Strom I; des
Innenleiters ein Teil des entgegengesetzt flielenden Riickstromes I, zu berticksichtigen

o
. 2_b2) QQ—bz
Hdr— H(o)2mo — L+ 2nd, | o/dd = I+ Jom(o? 02 = I 41,7 =b) _ () et
y§ T (0)2mo + 27, /Q 0 + Jamt(0”—b") =1 + (2= 12) 2
0A b

7 I 0?0
= H(p) = 27_@(1—62_[)2)6@ (b<o<e)

Auferhalb der gesamten Koaxialleiteranordnung dagegen umschlieft man sowohl den hin- als auch
den riickfliefenden Strom, welche in der Summe Null ergeben, weswegen auch das Magnetfeld im
Aufsenraum fiir o > ¢ verschwindet

%ﬁdF:H(Qﬂng = L+I,=1-1=0
0A

= H =0 (¢6>0¢)

Insgesamt folgt somit fiir die magnetische Feldstérke

2 e<a
11

Hy(o) =14 71 T WA
o \F T z) <e=c
0 o>c
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12 Magnetostatik - Gesetz von Biot-Savart
12.1 Stromfaden aus drei Segmenten

Die Berechnung des Magnetfeldes H (7), welches vom Strom I innerhalb einer durch den Quellpunkt-
vektor 7 beschriebenen Leiteranordnung hervorgerufenen wird, geschieht mithilfe des BIOT-SAVART-
Gesetzes. Dieses lasst sich aus der PO1ssoN-Gleichung des magnetischen Vektorpotentials A herleiten,
die, wie in Aufgabe 2.4 gezeigt, ihrerseits aus den MAXWELLschen Gleichungen folgt. Mit der Losung
der Po1ssON-Gleichung berechnet man

A = // ]7"—7"’
B(f) = ot A(F) = rot<|7;f >|> 47[// J(7) x %dv

2y = o
mit rot ( () ) = rot J(7) — J(#) x grad <|F—f”) = —J(7) x <|7:_;3>

H,_/\r 7|

Fiir den gegebenen Leiter mit dem Strom [y bestimmt man das Gesamtfeld am Ort 7 = bé, nun
durch Uberlagerung der Felder der einzelnen Leiterabschnitte. Der Weg des Stromes durch die parallel
zur z-Achse liegenden Leiterstiicke 1 und 3 wird durch den Quellpunktvektor 7 /3= = 2'€, F aé, mit

z’ € [0;00) beschrieben. Entsprechend erhélt man durch Ableitung nach der verdnderlichen Grofe x
fiir das differentielle Wegstiick di 3= dz’e, und es folgt als Beitrag zum Magnetfeld

0 0 t(0)
i I, [ d2'e, x ((b—w’)é’x + a€y) IO adz’'e, f—b—! Ioa / dt
1 — - =

dn J (-2 + a2 S o=t ar Zt( Vit

206 Ioa t b Iy b 11)e
T T evErael . dm\VEip e
bzw. fir das obere Teilstiick
(o)
i Iy [ da'é, x ((b—2')é, —aéy) 10 —ad2'e, Iy < b N 1> .
dm g (b= +a® | o= vad T Ama \ Va2

Leiterstiick 2 entlang der y-Achse mit 7,=y'¢, und y' € [—a; a] sowie diy=dy’é, liefert den Feldbeitrag

g, _ b [ dye, x (béx —y'e,) _ I, Fdy(-z) /
47T_a b2—|—y’23 47t ) b2+y'2 b2+y’23
_ _@g [ Y " __ b a B
a RO +y?| 2m Va2 5

und die gesamte magnetische Feldstérke ergibt sich schlieflich zu

[ 2b 2a 2]q I [ a’® +b? 1]q
ZH— — ol = | =t | &
A7 | v/ a2+ b2 b\/a2+b2 a 21 | abvVa?+b2  a

206Tntegral #206 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:
dx T

VX3 a2VX

mit X:a:2+a2
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12.2 Geteilter Stromfaden

Da die Leiteranordnung stiickweise entlang der Koordinatenachsen verlauft, wird das Gesamtmagnet-
feld am Beobachtungspunkt bei 7= a(€, + €)) wie in Aufgabe 12.1 aus der Superposition der Feldbei-
trage der drei einzelnen Leiterabschnitte bestimmt. Der Weg des Stromes durch den Leiter beschreibt
sich dabei durch den Quellpunktvektor 7, = ¢'¢; und das Wegelement dr, = di'€; mit i € {x,y,z}.
In z-Richtung ist der aus dem Unendlichen kommende und bis zum Ursprung flielende Strom Iy zu
bertiicksichtigen und es gilt

0 = - - = 0 (= — 0
i - Iy, [dZé, x (a(egc +éy)—z ez) Iy [ adz (ey — em) Ioa /
z = T = - -
A1t 2 20 47 N vl 47( N v il
Z V2a* + z 2 204 + z 2 V2a* + z

_ Ioa(_, _,) 2 O_IO (_, _,)
T oY ovha? 1 22, 8mat Y

Im Ursprung teilt sich der Strom zu gleichen Betrdgen auf die beiden anderen Koordinatenachsen
auf, sodass der halbe Strom jeweils in z- und in y-Richtung wieder bis zu einem unendlich entfernten
Punkt flieftt. Aufgrund der Tatsache, dass stromdurchflossene Leiter - in Stromrichtung betrachtet - im
Uhrzeigersinn vom magnetischen Feld ,umwirbelt“ werden (Rechte-Hand-Regel) und sich der Beobach-
tungspunkt zudem im gleichen Abstand zur x- wie zur y-Achse befindet, sind beide Feldstarkeanteile
hier betragsméfhig gleich grof und entgegengesetzt gerichtet, weshalb diese sich gerade gegenseitig kom-
pensieren. Jene Uberlegung bestitigt sich auch durch eine ausfiihrliche Rechnung. So berechnet sich
der Beitrag des Leiterstiickes entlang der xz-Achse zu

oo
Iy/2 [ da'é, x ((a—x’)é’z + aé},) IO adz’e, Ioa

o0
47t NS 25 SRR T / 23
, Vie—2")?+a V=22 +a ARVAC 2+a
D LY. V2
. s /2) " 8ma 2

und analog folgt fiir das Leiterstiick entlang der y-Achse

H, =

a—1x

= 762 _
7 aQ (a _ .73/)2 + aQ

oo
i - IO/Q/dy’éy X (aéx + (a—y’)éy) IO —ady'e, . dpa

/,/ e
vy = 3 €z 3
47t / a2+ (a—y')? a2+ (a—y) 87T / a2+ (a—y')?

I[)a a—y’ * I[) 1 IO \/5 —
_ _foag 1 S S P S
8t a2+/a? -+ (a — y/)2 0 8ma \/§ 8ma 2

womit die gesamte magnetische Feldstarke lautet

L A A
H=H,+H,+H. :yHZZS%(em—ey)
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12.3 Kreisformige Leiterschleife

Zur Beschreibung der kreisférmigen und vom Strom I durchflossenen Leiterschleife mit Radius a in der
xy-Ebene wahlt man giinstigerweise Zylinderkoordinaten, sodass sich der Ort des Leiters durch den
Quellpunktvektor 7 = a€, und das differentielle Wegelement iiber % = ae€, ausdriicken ldsst. Das
Magnetfeld auf der z-Achse bei 77 = z€, ist dann

27 21
i) I [ adpé, x (z€, —ae,) Ia [ do(z€,+ aé,)
v pr —_— e — - =
47t 2 20 47t 228
0 z“+a 0 z“+a
Ia / / I o
= €odp + =5 ——=3¢:
m m 22+
H/—/ \,_/
=0 =27

Zu beachten ist hierbei, dass der Radialeinheitsvektor €, im Gegensatz zu den kartesischen Einheits-
vektoren nicht konstant, sondern vom Winkel ¢ abhéngig ist. Demzufolge ergeben sich bei der Inte-
gration iiber den Winkel unterschiedliche Richtungsbeitrége, sodass ein Umlauf {iber den gesamten
Kreis schlieflich den Nullvektor liefert. Deutlicher wird dies, wenn man €, in kartesischen Koordinaten
ausdriickt:

271 27 27 27
/é'gdcp = / (cos €y + sin pey) dp = €, /cos pdy +€, / sin pdp = 0
0 0 0 0

=0 =0

12.4 Rechteckige Leiterschleife

Aufgrund der Symmetrie beziiglich der Koordinatenachsen liefern gegeniiber liegende Leiterstiicke der
rechteckigen Leiterschleife jeweils betragsméfig gleiche Beitrige zur Gesamtfeldstérke, sodass sich die
Rechnung etwas vereinfachen lédsst. Der Aufpunktvektor des Beobachtungspunktes auf der z-Achse
ist wieder 77 = ze,. Fiir die parallel zur z-Achse liegenden Rechteckseiten mit 7 = z’e, F be, und
dr’ = dz’e, im Intervall 2’ € [—a;a] gilt

+a a
= I [dd'é, x (—a'e, £ be, €. I da’
z1/2 = T e X (T ey3+ ) +-—2(+be;, — zé), / _ 3
’ 4m 22+ b2 + 22 41 22 + b2 + 22
Fa
I (b 2 x’ I b, F 26, a
= ——(be, F ze€ =—
o TV 2y AVt Rt 2], 2 A iR

Die in y-Richtung verlaufenden Seiten mit 7 = y'e, £ a€, und d’ = dy’e, im Bereich y' € [—b;b]
erzeugen hingegen den Magnetfeldbeitrag

+b b
H = — yey x (Fa'es — y'éy +26:) _ = +—2(+aé, + zé)
y,1/2 A7t 3 A7t
J, Va2 +y? 4 22 ) \/a2+y’2+z2

/

y I ae, £ zé, b
@I P, P JEip i

Bei der Superposition aller Beitriage heben sich dann jeweils die Feldkomponenten in x- und y-Richtung
gegenseitig auf und man erhélt insgesamt

= %(aé'z + zéy)

A(z) = H, ”» +ﬁy s = I [ be, — zéy + be; + 26y ot A€, + zEy + aé, — z€, ,
; ) 210 [ (B2 + 22)Va? + b2 + 22 (a2 + 22)Va2 + b2 + 22

I ab 1 n 1 o
= = e
Va2 + 02+ 22 \b2+22  a?+22)
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12.5 Sehr lange diinne Leiterbahn

Zur Berechnung der magnetischen Feldstéirke, die von einem ausgedehnten Strom der Stromdichte J
hervorgerufen wird, benotigt man das BIOT-SAVART-Gesetz in allgemeiner Formulierung

o it
47r/// ) g F7|3dv

Der Quellpunktvektor, welcher einen Punkt auf der sehr langen, in der xz-Ebene befindlichen und
in z-Richtung orientierten Leiterbahn beschreibt, ist gegeben durch 7 = '€, + 2'€, mit 2’ € [—a;a]
und 2’ € (—o00;00). Da sich der Strombelag lediglich iiber die Leiterbahnebene bei y = 0 erstreckt,
kann dieser mit der Delta-Distribution als Flichenstromdichte in der Form J = Jpd(y') = Jrod(y')é.
ausgedriickt werden. Am Ort 7= yé&, auf der y-Achse bestimmt sich das Feld demgemaf zu

. 1 e yE, — 2,
H(y) = 47-[// JF05(y')€Z>< T'eyxtyey,—z'e da:’dy'dzl

/272 {2 T2

J) —x'é,—ye. J)
_ FO / / Ty —Yex TS qpas = T [ (i, vye) / B A
/22 +y2+ 22 Am 2 +y2 ¥ 2

—a

J; . . z J z'e,+ye
= -5 (3: €y+Yey) S Prg—" giy;da:/
47t (x’2+y2) /1}/2+y2+2’,2 B 27 ' +y
—a —a
a a
Jro [ o 2'dx’ tye dz’
= — & | - e _—
21 PRI Al
—a —a
6157 1 “ 1 2\ 1° J) a
- €y [ln }x’2+y2’] +yéy [ arctan | — = "0 arctan ( - €y
27 2 —a Y Y a T Y
=0
STIntegral #57 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:
C)l(—x = éY mit X=2z"+ad® und Y =arctan (%)
61Integral #61 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:
zdr 1 . ) 2
X =3 In X mit X=z"+a
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12.6 Zylinderspule mit n Windungen

Fiir die Anwendung des BIOT-SAVART-Gesetzes bestimmt man zunéchst die als homogen angenommene
Stromdichte der Spulenanordnung aus deren Querschnittsfliche A = HAp = 2h(b— a) und dem durch
die n Windungen in Tangentialrichtung flielenden Strom Iy wie folgt

Die Berechnung der magnetischen Feldstdrke am Ort 7 = ze€, auf der z-Achse erfolgt nun wie in
Aufgabe 12.5, wobei es sich hier allerdings um eine rédumliche Stromdichteverteilung handelt und der
Quellpunktvektor in Zylinderkoordinaten durch # = z'€, + ¢'€, mit o € [a;b], ¢’ € [0;2n] und
" € [—h; h] beschrieben wird. Dementsprechend gilt

- _
() = /// J(7) % f:dv /// « \ZZZ)e Qe@gdgp’dgdz
|7—7"] 2hb a) (z—2)2 +Q/2

h b 2m
- 87rhb /// A g
a \/7/2
A (z—2")2+0
h b 9 - 27
— 87_[h b // (Z Z)Q < /ggd(p/+ Q ez 3 /ng/ dg/dzl
a _ \2 /2 _ ~1\2 /2
A Vi(z=2)+0* (z2=2)*+0%
N—— ——
L =0 =2m

QIQdQ/

b
- // Sdg = o 5/ —(-%)
4h(b—a) b a) A miﬁ 4h(b—a) 02/ (z=2)+d?|

nly / z+h z—h 4o
ho-a) ) \Verhrre?  e—hprer)

a

12 nlo 1 )24 o2 1 h)2+ o

= Di-a) (z4+h)1In (z4+h)?+0?| — (2—h)In (z—h)?+p

B nly (+h)n b+ +/(z+h)2+b2 b b+\/7+b2

~ 4dh(b-a) a++/(z+h)2+a? atrJehrra )|

192Tntegral #192 nach BRONSTEIN, Taschenbuch der Mathematik:

. 2 2
\/» 1n(m+f)+C’1 mit X=z2z"4+a" und CieR
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12.7 Helmholtzspule

Die aus zwei kreisférmigen Leiterschleifen mit Radius a und Mittelpunkt bei z = £¢ bestehende und
gleichsinnig vom Strom I durchflossene HELMHOLTZ-Spule erzeugt an einem Punkt ¥ = zé, auf der
z-Achse das Magnetfeld H (z), welches sich wieder durch Superposition der magnetischen Feldstéarken
beider Ringstrome ergibt. Ahnlich wie in Aufgabe 12.3 fiir eine einzelne kreisformige Leiterschleife
berechnet man hier mit den Quellpunktvektoren 7 /2= F§€.+aé, und dem Wegelement d7) /2= adpe,

2

27
I [ adpé, x ((z£ %) — aéy) _Ia / do((z £ $)é, + ac)

At 3 A 3
47(0 (CEE 4710 (£ 9?2 +a?

IS

le’1/2(2) =

7 21 21 7 9
a a - — a -
= = 3 (zig) /egdgo—i-aez/d(p = 5 3 €
7T (Zi%)2+a2 s d (z:l:%)2+a2
SN—— S—~—
=0 =27

und es folgt insgesamt

— o - I 1 1
H(z):H1+H2=fa2 3 + 5 | €
2 (z4+%5)?+a? (z—%)?+a?

H(z)/H(0)

Abbildung 12.1: Normierter Verlauf der Feldstirke H(2) auf der z-Achse

E2
a
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12.8 Gleichseitiges n-Eck

Betrachtet man eine vom Strom I durchflossene Leiterschleife in Form eines gleichseitigen n-Ecks in
der zy-Ebene, dessen Eckpunkte auf einem Kreis mit Radius a liegen, so lasst sich fiir die Berechnung
des Magnetfeldes am Ort ¥ = ze, die Regelméfbigkeit bzw. Drehsymmetrie der Anordnung nutzen.
Da die Betrachtung auf geradzahlige n mit n > 4 beschrankt ist, besteht das n-Eck stets aus Paaren
gegeniiber liegender, paralleler Leitersegmente, deren radiale Feldkomponenten sich an einem Punkt
auf der z-Achse gegenseitig kompensieren (Abbildung 12.2).

n=4 yt
R RN
I [\
/ \
/ \
/ \
/ \
! \
! .
] \aj
\ 1
: oA\ a ,
\ /
\ - /
N TLAT ,
N r 7
i 1
T=—35 “~__ |~ T=3%

Abbildung 12.2: Regelméifige n-Eck-Leiterschleife, welche vom Strom I durchflossen wird; beispiel-
haft fiir n = 4,6, 8 zur Verdeutlichung der geometrischen Verhéltnisse

Zur Berechnung des Feldstiarkeanteils H 5(z) eines solchen Segmentpaares benotigt man zunéchst die
Léange [ und den Abstand r eines Leitersegmentes vom Ursprung, welche iiber die Winkelbeziehungen
im rechtwinkligen Dreieck bestimmt werden kénnen.

l
sin (g) = 5, = l = 2asin (%)
2
cos (f) = = = T = aCcos (£> mit ¢ = r
2 a 2 n

Exemplarisch wird die Berechnung fiir die beiden parallel zur xz-Achse ausgerichteten Elemente mit
den Quellpunktvektoren 7% = 2'¢, F réj, und Wegelementen di’. = dz’€, im Bereich von 2’ € [—é; é]
vorgenommen. Es gilt

4 :
I dr'e, x (—a'é, £réy + 2€.) L I 5 da’(tré. — zé,)

= 3 3
47t l 22 £ 12+ 22 47t J 22 £ 12+ 22
+3

ﬁsﬂz) =

T I re, ¥ ze, l

/ 2
— (re. F zéy) [ ] =
ot (r2+22)Va? + 12 + 22|, Am 12+ 22 (%)2—1—1"24-22

Aufgrund der Drehsymmetrie entspricht dieser Feldanteil den Beitrdgen der iibrigen diametralen Lei-
terpaare, sodass zur Bestimmung der vom gesamten n-Eck-Leiter hervorgerufenen magnetischen Feld-
stérke lediglich alle § Paare paralleler Seiten zu beriicksichtigen sind. Insgesamt folgt damit

- n /- - n I ré, —ze, +re, + z€ l
) = 5 (fs+Hs ) =5 (L)?
5) Fr2 422
2
I r l o
= n-— €
At r? 4 22 z

(L) 02 22
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Die Korrektheit dieses Ergebnisses lédsst sich z.B. durch Betrachtung des Grenzwertes fiir n — oo
iiberpriifen. In diesem Fall laufen Segmentwinkel ¢ und Segmentlénge [ gegen Null, der Abstand r
néhert sich dem Radius a an und der Umfang n - [ konvergiert gegen den Kreisumfang 2ma.

21
lim ¢, = lim — =0
n—oo n—,oo N
s
lim r, = lim acos (—) =acos(0) =a
n—oo n—oo n
Tt
lim I, = lim 2asin (7) — 2asin(0) = 0
n—o0 n—o0 n
T sin (2) 1’Hospi —T5cos (2
lim n-l, = 2a lim nsin <—> = 2a lim 1(”) LHospital g b i ”271(")
) T
= 2ma lim cos (—) = 2ma cos(0) = 27a
n—oo n

Das n-Eck wird schlieflich zu einem Kreis und es wiare dementsprechend die gleiche Magnetfeldstarke
wie bei einer kreisformigen Leiterschleife zu erwarten. Einsetzen der obigen Grenzwerte in die Gleichung
der magnetischen Feldstdrke fiihrt auf folgenden Ausdruck

fm ) = g
R 22
I a 2na I a? .
Mt 2VE 2 gD

Dies entspricht, wie vermutet, der bereits in Aufgabe 12.3 berechneten Feldstéirke einer stromdurch-
flossenen Kreisschleife.
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12.9 Halbkreisférmige Leiterschleife

Fiir den entlang der z-Achse verlaufenden und als Halbkreis mit dem Radius ¢ um den Ursprung
herumgefiihrten Leiter, welcher vom Strom I durchflossen wird, bestimmt sich die magnetische Feld-
starke an einem Punkt auf der z-Achse bei ¥ = z€, aus der Superposition der Magnetfeldbeitréage der
einzelnen Leiterabschnitte. Das Kreisbogensegment von ¢ = 7t bis ¢ = 0 mit dem Quellpunktvektor
7 = a€, und dem Wegelement di’ = adpé,, generiert dabei ein Magnetfeld H R, fiir das gilt

0 0
fin(2) 1 / adpée, x (z€, — a€y) Ia/dgp(zeg+aez)
rR(2) = — ~ i
4m z2+a23 47:7r VEZ ¥
0 0
I a /( 2, + sin é,) dp + aé /d
= — |z COS ey + SIn ey ) dY + ae, 4
At 2 20
vaEra ) ~ )
— i# z 6 [smgo] —i—ey [—COS(,D]O _aﬂgz
An \/Z’Q—i‘ia23 A/—/ H’_g
=0 =—2
I a

— im0 - = (2zé’y + aﬂé’z)
Vz24+a

Der geradlinige Teil des Leiters, beschrieben durch den Quellpunktvektor 7 = z’¢, und das Wegele-
ment d7 = da’e, in den Grenzen von 2’ € (—oo; —a] bzw. 2’ € [a;00), erzeugt den Anteil H, zum
Gesamtfeld. Dieser berechnet sich folgendermafen

—a

x ! = e =4 oo ! = oo /
ﬁﬂFw(Z) _ 1 [ da'e; x (z€, —3ac €x) o I —zdzx ey3 _ Iié'y / dx i
47[7 P ) 47t 2 P ) 47 2, /22 & 52

a

/ oo
:I:IZ . T " I 1 Fa . I 1 a .
= — | ———— =4+ - e S - e
4 Y| 2/ 221 2 +a sz \ T V22+az) ! 4tz v2+taz)

- - - I a .
Hy(z) = H—x‘f‘H-&-x:_% <1_m>ey

Anstatt das Magnetfeld ﬁx(z) als Summe der Beitrage beider Leiterstiicke links und rechts des Halb-
kreises zu berechnen, ist es hier ebenso moglich, sich den im Intervall [—a, a] unterbrochenen Strom I
als Uberlagerung eines in positive Richtung fliekenden Stromes entlang der gesamten z-Achse und ei-
nes entgegengesetzt gerichteten, gleich grofsen Stromes im ausgesparten Bereich vorzustellen, der diesen
dort wieder kompensiert. Entsprechend kann man dann schreiben

I o d o —Qa d /o I o
— —zdxr e —ZzZax e z
=(2) = Am 2 33 + 2 ;/3 T T in 2/ Wi 2/ Wi
/ / / /
R Z +w oo Vit o VEitT oy VEIET

—»

€y

Iz 2 o x “ I
27T([22\/z2+:r’2]o [zzvz2+x’2]o> v Ton ( \/z2+a2> i

Als Ergebnis erhélt man damit fiir die Gesamtfeldstérke

- - ~ 1 a 1 a
A —Hp+ Ho=—— 7(2 * n*) o(-- 2 )&
Ges(2) Bt Ha 4r | /2 1 g2 ey Fame: )+ <z z 22+a2) ey]
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13 Quasimagnetostatik - Diffusionsgleichung und Skineffekt

13.1 Rechteckiger Leiter zwischen zwei hochpermeablen Ebenen

Die Berechnung der gesuchten Feldgrofen erfolgt mithilfe der Diffusionsgleichung, wie sie bereits in
Aufgabe 2.7 flir das Magnetfeld hergeleitet wurde. Bei harmonischer Zeitabhéngigkeit gilt analog fiir
das magnetische Vektorpotential

A A(F) = jopr A7)
Weiterhin folgt aus dem Induktionsgesetz der MAXWELLschen Gleichungen der Zusammenhang zwi-
schen elektrischem Feld und dem magnetischen Vektorpotential

) B . dA . 0A
rot b= ——F=—— (rotA) = —rot (61‘) = E = o

und die Materialgleichung fiir die Stromdichte ldsst sich dementsprechend schreiben als

—

L A .
J=kE = —k— = —jwkA
J L ot JwRA
Damit sind Stromdichte und Vektorpotential also parallel zueinander orientiert und mit der gegebe-
nen Stromrichtung J = J,€, gilt gleichermaflen A = A, €., d.h. das Vektorpotential besitzt nur eine

Komponente in z-Richtung.

Die dargestellte Anordnung des Rechteckleiters kann nun durch Spiegelung des in ihm fliefenden Stro-
mes an den beiden hochpermeablen (d.h. ideal magnetischen) Ebenen in eine Ersatzanordnung mit
einer in y-Richtung unendlich ausgedehnten Stromverteilung iiberfiithrt werden, womit keinerlei Ab-
héngigkeit der Feldgrofsen von y mehr besteht. Gleiches gilt bereits fiir die Abhéngigkeit in z-Richtung,
da es sich laut Aufgabenstellung um einen sehr langen Leiter entlang der z-Achse handelt. Folglich
sind alle partiellen Ableitungen nach y und z Null und die Diffusionsgleichung vereinfacht sich zu

0

. 92 02 92 PA, . . _
PA= o T oz Yo || )] T e Tl
——— =z
=0

Fiir die magnetische Flussdichte folgt mit dieser Vereinfachung

i—5- (o 12325 ) DA
Wi =B =B, | =wd= i 5 &|=|-#a.) =T
B, 0 0 A, 0

Obige Diffusionsgleichung ist nun in den jeweiligen Gebieten zu l6sen, wobei sich die Losung fiir die
beiden &ufleren Bereiche aufgrund der fehlenden Leitfdhigkeit £ = 0 recht einfach gestaltet.

Gebiet I (v < —a) mit Kk =0, u # 0 Gebiet III (x > a) mit Kk =0, u # 0
ik 0’
wézl () = 0 wézi’)(m) =0 ‘ /dx
0 0
T A = O 2 Agw) = O [

Azl(x) = Ciz+Cy Az3<1‘) = Csx+ Cs
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Im Leitergebiet mit « # 0 bietet sich zur Losung der partiellen Differentialgleichung dagegen die
allgemeine Losung mit Sinus Hyperbolicus und Kosinus Hyperbolicus an

0* ,
@Azz —jwpk A, = 0
=:02
Ao(x) = Cssinh(ax) + C4cosh(ax)
10A4,, B o .
Hp(z) = — L or T (C’g cosh(ax) + Cy smh(am))

Diese Darstellung hat gegeniiber der Exponentialdarstellung den Vorteil, dass sich die Summe aus
der geraden cosh-Funktion und der ungeraden sinh-Funktion besser zur Auswertung der Symmetrie-
eigenschaft des Magnetfeldes eignet. Da dieses den Leiter - in negativer z-Richtung betrachtet - im
Gegenuhrzeigersinn ,umwirbelt”, muss H,(—x) = —H, () gelten, die Funktion H,(z) also insgesamt
ungerade sein, womit fiir die Konstante C3 = 0 und als Zwischenergebnis

A, (z) = Cy cosh(az) H () = —=Cy sinh(ax)
1
folgt. Zur Bestimmung der iibrigen Integrationskonstanten C; € C (i = 1,2,4,5,6) betrachtet man
nun das Umlaufintegral der magnetischen Feldstérke um die Leiterquerschnittsfliche, welches den ein-
geschlossenen Strom I = el liefert. Da das Magnetfeld H wie die magnetische Flussdichte B nur
eine y-Komponente aufweist, sind die Wegbeitrige in 2z-Richtung Null und es gilt entsprechend

h

0
I = %ﬁdf':/ a)é,dyey, + /H exdzvem—i—/ a)éydyey, + /H Ve dxe,
0A h

0

-0 =0
= h(H,(a) — H,(—a)) = 2hH (a)

—Y

Hieraus kénnen nun C7, Cy und C5 direkt ermittelt werden

_ 1 04, Cy I oL
ﬁy(a) o ; ox s=ta v - 2h - C%—i%
ﬂ?J( a) = p or |,_ ., o I -~ 2h ~ Cl_i%
B a, _ I __M 1
Hy(a) = Hy(a)= MC4 sinh(aq) = 2h = C1= 2ha sinh(aa)

womit sich die Magnetfeldstiarke im gesamten Raum zwischen den Ebenen wie folgt ergibt

-2 - < —a
_ I sinh(ax .
Ey(x) - 2h sinh(aa) r—asw<a
I
5h x> a
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Die verbleibenden noch unbekannten Integrationskonstanten Co und Cg in den Gleichungen des Vek-
torpotentials erhdlt man schlieflich aus den Stetigkeitsbedingungen der Tangentialkomponente von A
an der Grenzflache des Leiters

pul pul cosh(—aa)
A (—q)=_H2 _ _ _
Az (=a) 2n" + 2 2ha sinh(aa) Ax(=a)
_ pL [ 1cosh(aa)
~ C: = 2h [a a sinh(aa)
bzw.
ul cosh(aa) ul
A = —-— = — = A
Az(a) 2ha sinh(aa) 2n” + 6 = 4:5(0)
pul 1 cosh(aa)
= Co = —|la———~—-—=
0 2h [a a sinh(aa)
Insgesamt gilt fiir das Vektorpotential also
ol R e < —a
A.@) =15 - Aihhay) —asSesa
[ wra-toMen] L s
und die Stromdichte folgt mit J(z) = —jwrA(z) zu
0 < —a
L.(2) = SiSmag —ase<a

0 x> a
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13.2 Leiter in der Nut eines hochpermeablen Korpers

Mit dem gleichen Ansatz wie in Aufgabe 13.1 lésst sich auch hier das Vektorpotential A_)(f'), die magneti-
sche Feldstéarke H () und die Stromdichte J(7) im Leitergebiet der vorliegenden Anordnung berechnen.
Aus der gegebenen Stromrichtung mit J = J_€, und dem Zusammenhang

o oA .

J=kKE = Ry = —jwrA
folgt wiederum, dass auch das Vektorpotential nur eine z-Komponente aufweist und somit A= A€,
gilt. Durch Spiegelung des Leiterstromes an den drei Seitenwidnden des hochpermeablen Korpers erhélt
man zundchst eine Ersatzanordnung mit einer in y- und z-Richtung unendlich ausgedehnten Strom-
dichteverteilung, weshalb die jeweiligen partiellen Ableitungen aufgrund der fehlenden Abh&ngigkeit
von der y- und z-Koordinate Null sind. Entsprechend vereinfacht sich die Diffusionsgleichung fiir A zu

- - 82AZ
A A(F) = jwpkA(T) = 52 = jwurA,e,
und zur Bestimmung des Magnetfeldes H geniigt die Gleichung
. A
rot A = _94.(@) 835 )ey = B,é, = uH, e,

Im Bereich des Leiters fiir € [—a; 0] mit u = pp und k # 0 ist nun obige partielle Differentialgleichung
zu l6sen, wobei sich fiir Vektorpotential und Magnetfeld die allgemeine Losung wie folgt ergibt

T = foposA. o) = oA, )
0? -
DA —a?Aw) = 0
= A, (x) = Cisinh(ax)+ Cycosh(ax)
H,(r) = —% (Cl cosh(ax) + Cy sinh(aa:)) mit C1,Cy € C

Die beiden noch unbekannten Konstanten konnen schlieflich mithilfe des Durchflutungsgesetzes der
MAXWELLschen Gleichungen aus dem Umlaufintegral der magnetischen Feldstdrke entlang der Be-
randung der Leiterquerschnittsflache bestimmt werden. Integrationswege in xz-Richtung liefern hierbei
keinen Beitrag, da das Magnetfeld nur eine y-Komponente besitzt. Ebenso muss das Feld am Nutgrund
bei z = —a infolge des ideal magnetisch leitfahigen Mediums verschwinden, sodass insgesamt gilt

0 3
—— a
I:ngdr:/Hx(—2>dx+/Hy(O)dy+/H dx+/H a)dy = al,(0)
DA —o T —

Mit diesen Bedingungen folgt fiir C; und Cy

I I
H,(0) = —ﬁ(cl cosh(0) +Cs sinh(O)) - Y02 o g =_H2
Ko N—— S~—— Ko a acx
a ol ) ! ol cosh(ax)
H (—a) = —2 (-1 cosn(— inh(—aa) | = — _ Hos cosmlaa)
H,(—a) o < o OO (—aa) + Cy sinh( aa)) = Cs 20 simb(aa)
und die Losung lautet demgeméis
pol | . cosh(ax)
A = —— h
A.(w) ao [sm (az) + tanh(ac)
. B al | . cosh(ax)
J(z) = —jwrA, (z) = 7 [Slnh(ax) tanh(aa)}
I sinh(ax)
H = = h h
H, () . [cos (ax) + cosh(aa) sinh(aa)}
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13.3 Zwei rechteckige Leiter in der Nut eines hochpermeablen Korpers

Analog zu den beiden vorigen Aufgaben 13.1 und 13.2 wéhlt man als Ansatz wiederum die Diffusions-
gleichung des Vektorpotentials A(F) und vereinfacht diese entsprechend der vorgegebenen Randbedin-
gungen. Fiir das Vektorpotential folgt mit der Richtung des Stromes bzw. der Stromdichte j im Leiter
aufgrund der Beziehung

j: HE = —m% = —jwng
zunéchst, dass dieses ebenso nur eine z-Komponente besitzt, also dass A= A€, ist. Durch Spiegelung
an den Wandfldchen der Nut des hochpermeablen Korpers, in welcher sich der in z-Richtung unendlich
ausgedehnte und den Strom i(t) = Iy cos(wt) fithrende rechteckige Leiter befindet, kann dieser in eine
sich unendlich in z-Richtung erstreckende Stromdichteverteilung iiberfithrt werden, womit lediglich
die Abhéngigkeit von gy verbleibt und alle partiellen Ableitungen nach x und z verschwinden. Die
Diffusionsgleichung lautet in diesem Fall

0? S S

@Az(y)ez = jwprA, (y)e:
und fiir das Magnetfeld H , welches man durch Bildung der Rotation von A erhélt, resultiert

0 - . .

%Az(y)el‘ = Exeﬂf = Mﬂxem

Als allgemeine Losung der Diffusionsgleichung im Gebiet des stromdurchflossenen Leiters und des
dariiber befindlichen stromlosen Leiters mit der Leitfdhigkeit x und der Permeabilitédt ug ergibt sich

rotgz...:

Gebiet I (y € [—b;0]) mit k # 0, p = po Gebiet II (y € [0;b]) mit k # 0, p = po
T oda) = jnon () = 0?44 () D hal) = ook Aly) = 0*Ans(y)
ay A \Y J /*LO2 A \Y A\Y ay Ao\Y J :u02 Ao\Y A\Y
A (y) = Cysinh(ay) + Cs cosh(ay) A(y) = Cssinh(ay) + Cy cosh(ay)
10 10
H = ——A H - —%4
H,1(y) 10 6y*‘21(y) H 5 (y) 10 6y*z2(y)
[0 . « .
= — (Cl cosh(ay) + Co smh(ay)) = — (Cg cosh(ay) + Cy smh(ay))
0 Ho

Im leiterfreien Nutbereich mit y > b dagegen nimmt die Diffusionsgleichung aufgrund der fehlenden
Leitfahigkeit kK = 0 eine einfachere Gestalt an und liefert bereits nach einmaliger Integration eine
Losung fiir die gesuchte magnetische Feldstarke

82

wéz:&(y) =0 )/dy
0

8731423(3/) = Cs5 = poH 3(y)

Zur Bestimmung der unbekannten Konstanten C; € C Vi betrachtet man nun das geschlossene Weg-
integral der Magnetfeldstirke H entlang der Randkurve eines Leiterquerschnitts, wobei allein Inte-
grationswege in z-Richtung einen Beitrag liefern, da auch das Magnetfeld nur eine z-Komponente
aufweist. Dariiber hinaus muss das Feld am Nutgrund bei y = —b infolge des ideal magnetisch leitfa-
higen Mediums verschwinden. Im Falle des stromfiihrenden Leiters ergibt sich aus dem Umlaufintegral
der umfasste Strom Iy und es gilt

a 0 —a —b
I= 515 fdr = / Ho\(—b)ds + / Hyy(a)dy + / H,,(0)dz + / Hy\(~a)dy
0A —a =0 -b 0 a 0 0

= _2aﬂx1(0) = ﬂxl(o) = _i
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7

Fiir den unbestromten Leiter hingegen ist die bei einem Umlauf umschlossene Stromdichte Null und
fiir die magnetische Feldstérke folgt als Bedingung

b —a 0
o:;ﬁﬁQdF /H 0)dz + / dy+/H b)dz + /
A 0 -0 b
2aﬂ$2(0) - 2aﬂx2(b)

= Hyp(b) = Hyp(0) = Hyy (0)
Gleichermafien erhélt man im leiterfreien Nutbereich mit 3’ > b

Yy’ —a b
O—?gﬁgdf— /H b)dz + / dy+/H ' /
0A b Yy =0
2aﬁ363(b) - 2aﬂx3( ) = ﬂx?)(yl) = ﬂxS(b) = ﬂzl(o)
Damit berechnen sich die Konstanten C'; und C5 im Gebiet I zu

I I
H,,(0) el (01 cosh(0) +Cs sinh(O)) L= = =M
1o ———— N—— 2a 2a¢
=1 =0
a ol ) ! _ ol cosh(ab)
Hy(—b) = 2 (—E% cosh(—ab h(—ab) ) = - cosnlav)
H.,,(-b) o ( 500 C% (—ab) + Cysinh(—a )) = Cy ~%ua sinh(ab)
im Gebiet II gilt fiir C'5 und Cy entsprechend
« . L L pol
H,(0) = — <C3 cosh(0) +Cy sinh(0) ) =—= = C3=——
Ho ~—— ~—— 2a 2aq
=1 =0
o ol I ol 1 — cosh(ab)
H b)) = — h(ab h(ab — = —
0 o < 200 (ab) + Casinh{a )) 24 = Ca 2ac  sinh(ab)
und fiir das Gebiet III bestimmt man Cj als
I pol
H (/) = H Bl _£ HoL
H,3(y') = H,3(b) o 9 = Cs o0
Zusammenfassend lautet das Ergebnis
—5- | cosh(ay) 4 cosh(ab) Zﬁgzzﬂ -b<y<o0
H,(y) % cosh(ay) + (1 — cosh(ab)) Ziﬁlﬁ((zg))} 0<y<b
%o y>b
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13.4 Langer flacher Stahlstrang im magnetischen Wechselfeld

Da in der Aufgabenstellung die Feldstidrke des duferen Magnetfeldes mit H=H ,€y vorgegeben ist,
fiihrt der Losungsweg iiber die Diffusionsgleichung der magnetischen Feldstérke

A H() = jowpsH(F)

Aus der Geometrie der Anordnung lassen sich nun einige Vereinfachungen ableiten. So folgt wegen der
sehr grofien Léngenausdehnung [ > h und der gegeniiber der Hohe h vergleichsweise geringen Breite
b < h des Stahlstrangs einerseits, dass Randeffekte vernachléssigt werden kénnen, und andererseits,
dass nur die Abhédngigkeit in z-Richtung beriicksichtigt zu werden braucht und damit alle partiellen
Ableitungen nach y und z entfallen. Demgemaéis schreibt sich die Diffusionsgleichung als

2 2 o2 0 02H
v .Y g | =
0x? + 0y? +

AH = 92 " ﬁgy = jwprH, e,

Die allgemeine Losung dieser partiellen Differentialgleichung im Leitergebiet x € [—%; g] mit der Leit-
fahigkeit xk # 0 lautet

82

Wﬂy - Jwﬂﬂﬂy =0

=:a?
H,(r) = Cisinh(ax) + Cycosh(ax)

Aufgrund der gegebenen Randbedingung des Magnetfeldes H. y(—g) =H,( g) = Hy muss die Funktion
H y(:c) insgesamt gerade sein, womit die Konstante C7; = 0 wird und sich Cy bestimmen lasst zu

b b 1
H, (=-|= h{az)=H = =Hy——~
H, (2) C5 cos <a2> 0 Co 0

Somit erhélt man als Beziehung der magnetischen Flussdichte

cosh(ax)

Ey(fﬂ) = Mﬂy(ﬂf) = NHOW
2

Fiir den Zusammenhang zwischen Magnetfeld und Stromdichte gilt nun

e e e 0 AN
0 H, 0 24, J.

sodass sich die Stromdichte im Stranginneren aus der Ableitung des zuvor bestimmten Magnetfeldes
berechnen lasst

X

L) = @) = o [Hof((j:”;’))]
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13.5 Langer Leiter im (parallelen) magnetischen Wechselfeld

Wie bereits in Aufgabe 13.4 bestimmt man die Wirbelstromdichte im Inneren des zylindrischen Leiters
durch Losen der Diffusionsgleichung fiir das magnetische Feld, welche sich in Zylinderkoordinaten wie
folgt formuliert
10 ([ oH 0°H  0*H .

Qa—g +0 02 + 5.2 = jwpuxH
Aufgrund der sehr grofsen lateralen Ausdehnung des Leiters in z-Richtung sowie infolge der Zylinder-
symmetrie besteht keine Abhéngigkeit von z oder vom Winkel ¢, weshalb die entsprechenden partiellen
Ableitungen Null ergeben. Da weiterhin das duflere magnetische Feld parallel zur Leiterachse verlauft,
also H = H_(0)@, gilt, vereinfacht sich die Diffusionsgleichung zu

2
N < aHz(m) o — <10Hz(9) 0 Hz2(9)
000 0o o Oo do

> & = jwuk H.(0)e. = o’ H (0)¢.
=
Durch Umformung ergibt sich hieraus eine sogenannte BESsELsche Differentialgleichung!, deren allge-

meine Losung im vorliegenden Fall die modifizierten BESSEL-Funktionen nullter Ordnung Iy und Kj
sowie die Integrationskonstanten C,Co € C enthélt

0*°H OH
s H, = 0
00> te 0o —a%
= H,(0) = Cilo(ap)+ C2Ko(ao)

Da die magnetische Feldstéarke auf der Leiterachse bei ¢ = 0 nur einen endlichen Wert annehmen kann,
folgt wegen
H(0) = C11p(0) +C3 Ko(0) # oo
—— ~——
=1 —00
dass die Konstante C5 = 0 sein muss. Die verbleibende Konstante C; bestimmt man nun aus der
gegebenen Feldstarke auf der Leitermantelflache

! H
H_(a) = Cily(oa) = H Cp =
H,(a) = Cilo(ea) = Hy = 'S To(aa)
womit das Ergebnis fir die Magnetfeldstarke im Leiterinneren lautet
Io(avo)
H = <
—Z(Q) =20 I()(Ota) (Q = a’)

Die Stromdichte berechnet sich schliellich aus der Feldstarke durch Bilden der Rotation

- 10H, O0H, oH, OH, 1/0 OH,\ _
rot H = <g 90 >e + < 52 90 ) €y + — <8Q(QH¢) 95 )ez
Oﬂ -
= 8 <p =J
B 2 9 fl(aQ)
7a11(ag)

!Die allgemeine (modifizierte) BEssELsche Differentialgleichung besitzt die Form
2*y" (@) + zy (z) — (2 +n*)y(z) = 0

mit der beliebig wéhlbaren reellen oder komplexen Zahl n, wobei im vorliegenden Fall n = 0 ist. Durch die Substitution
t := ap mit dt = adp lasst sich die urspriingliche Gleichung nun in diese Gestalt iiberfiihren:

9°H.(0) , OH-(o) OPH.(t) | ,OH.(t)
2 _ 2 _ 2
902 o do (049) H, (@) 0 o2 +t ot

—t°H.(t) =0
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13.6 Langer Leiter mit niederfrequentem Wechselstrom

Als Ansatz zur Berechnung der gesuchten Feldgrofen bietet sich die Diffusionsgleichung des magne-
tischen Vektorpotentials an, da, wie auch in den Aufgaben 13.1, 13.2 und 13.3, der Strom durch den
Leiter vorgegeben ist. In Zylinderkoordinaten lautet diese

19 [ 94 Qazg+azg 7
=—-——|0=— — 4+ =5 =jwuk

[y

A

Aufgrund der Zylindersymmetrie und der unendlichen Ausdehnung des Leiters in z-Richtung ver-
einfacht sich das Problem, da lediglich eine radiale Abhingigkeit von g vorliegt und die partiellen
Ableitungen nach ¢ und z demnach Null ergeben. Mit der gegebenen Stromrichtung ist zugleich die
Richtung des Vektorpotentials bekannt, sodass die Diffusionsgleichung mit A = A_(p)é, die Form

N <QaAz(g)> g — <1(9AZ(Q) N 32Az(g)>

000 0o do do?

8@ gz = jWM“Az(Q)éz = a2Az(Q)€Z

——
2

=

annimmt. Diese Gleichung stellt wiederum eine BESSELsche Differentialgleichung dar, die von der
aus Aufgabe 13.5 bekannten allgemeinen Losung mit den modifizierten BESSEL-Funktionen nullter
Ordnung Iy und Ky erfiillt wird.
0%A 0A
2Y L2z 2z 2 2
— A =0
= A.(0) = Cilp(ao)+ C2Ko(ao)

Um die noch unbekannten Integrationskonstanten C; € C bestimmen zu kénnen, muss hieraus zunéchst
die magnetische Feldstérke iiber die Rotation des Vektorpotentials berechnet werden. Es gilt

= - 10A 0A 0A 0A 1/0 0A
B=r1otA = [=2_"=)\¢g ;9_—2—'7714_;9—»’2
pord <Q dp 0z )e"+<3z 8Q>e“p+0<39(9‘p) 0@)6
0A, "
= gy Ce T LS
B 104, 1 Olp(o) 0Ko(ao) |«
= H, (o) "L 00 [CI 90 +Cs Do = [0111(049) - CQKI(OCQ)]
=ali(ap) =—aKi(ap)

Aus der Uberlegung, dass die Feldstiirke auf der Leiterachse bei o = 0 nicht unendlich grof werden kann,
folgt wegen K;(0) — oo fiir die Konstante Cy = 0. Eine weitere Bedingung erhélt man aus dem Um-
laufintegral der magnetischen Feldstérke entlang der Berandung des kreisférmigen Leiterquerschnittes,
welches den hindurchfliekenden Wechselstrom [ liefert. Auf der Leitermantelfliche gilt demnach

27
T - - ! 1
%Hdr = /H¢(0)e¢9d¢e¢ =2moH,(0) =1 =  Hyla)=5—
0A 0

womit die Konstante C schlieklich zu

Qo 1 ul 1
He(a) T i(aa) 270 ! 2ntaa I (aa)

und als Ergebnis fiir Vektorpotential, Magnetfeldstarke und Stromdichte im Leiterinneren insgesamt

pl Io(ap)

A.(0) = e () (0<a)
I Ii(«
Ao = mliéagi
J,(0) = —jwrA, (o) = 20;2853

folgt.
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14 Ebene Wellen
14.1 Beschreibung ebener Wellen

Um zu entscheiden, ob die gegebenen Gleichungen giiltige Beschreibungen ebener elektromagnetischer
Wellen darstellen, sind diese auf Erfiilllung der Wellengleichung zu priifen. Diese lésst sich, wie bereits
in Aufgabe 2.8 gezeigt, durch Bilden der Rotation aus dem Induktionsgesetz bzw. dem Durchflutungs-
gesetz der MAXWELL-Gleichungen herleiten. In komplexer Darstellung gilt dabei fiir die elektrische
Feldstérke in einem ladungsfreien Raumgebiet (9 = 0)

rot <r0t E) = grad (div E) ~AE = rot [—jwuﬁ} = —jwp(k + jwe) E
—— —
-0 =:k2

AE+KE = 0

und analog fiir die magnetische Feldstérke

rot (rot E) = grad (divﬁ) ~AH = rot {(/{ —}—jws)E} =—(k —}—jwe)jw,uﬁ
—— —
-0 =:k2

AH+KH = 0

Diese Differentialgleichung wird von jeder Funktion der Form W¥(7,t) = f(wt £ l;f’) mit der Phase
= wt + k7 geldst, insbesondere also auch von ebenen Wellen, deren elektrisches bzw. magnetisches
Feld die Gestalt

—

E(’F, t) = E_"(]ej(Wt_ET—) B(f” t) — éoej(wt—EF)

oder
E(7,t) = Eycos (wt - k:f’) B(7,t) = By cos (wt - k:F)

aufweist. Hierin bezeichnet k = (k:gC ky k:z)T den sogenannten Wellen- oder Ausbreitungsvektor und

k= |lg| die Wellenzahl. Bei konstanter Phase ¢ und damit konstanter Feldstérke ist fiir einen festen
Zeitpunkt t offenbar auch k7 = const., was die Koordinatenform einer Ebene im Raum mit dem
Normalenvektor k = k7l darstellt. Als Geschwindigkeit, mit der sich diese ebenen Fldchen gleicher
Phase in Normalenrichtung ausbreiten, erhélt man durch zeitliche Ableitung
dp d - dr dr  w
- == t—k*): —kii— =0 = =f—=—
dt ~ dt (wt = Fr) = "t IR Tk
Erfolgt die Ausbreitung in einem idealen Isolatormedium mit x = 0, so gilt £k = w,/pe. Ist nun
L_ die Vakuumlichtgeschwindigkeit und definiert man n = ,/z;ji; als den Brechungsindex des

NG
Mediums, so folgt fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle im Medium

CcC =

Der Abstand bzw. die Wellenldnge A\ zweier aufeinander folgender Wellenfronten gleicher Phase be-
rechnet sich hingegen geméfs
vp

01— 0 = wlti—to) — k(F1—70) = wAt — kAAF =0 =  \=RAAF= %At =T =2

mit der Periodendauer T und der Frequenz f = % der Welle.
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e Fiir die erste Gleichung der elektrischen Feldstérke

—

E\(7,t) = Ep cos(wt — kz)é,

liest man die Feldrichtung aus dem Einheitsvektor der Amplitude und die Ausbreitungsrichtung
aus der Phase, also aus dem Argument des Kosinus ab. Mit k7 = kyx + kyy + k.z lautet der
Wellenvektor demnach k = ke, - er zeigt damit in die gleiche Richtung wie der elektrische Feld-
vektor, womit die erste MAXWELLsche Gleichung nicht erfiillt wird. Folglich ist diese Darstellung
keine giiltige Beschreibung einer ebenen Welle. Im Falle ebener Wellen im ladungsfreien Raum
miisste hingegen gelten

- =

div B(7,t) = div [E“oeﬂwt—’?ﬂ = GkB(FH =0 =  kLEF
Gleichermafien gilt zwischen magnetischem Feldstéarkevektor und Wellenvektor die Beziehung
div B(7, t) = div [éoeﬂwt—’?ﬂ] = kBFH =0 = kLB
d.h. bei ebenen Wellen handelt es sich stets um Transversalwellen, die sich senkrecht zur Schwin-
gungsrichtung ausbreiten.

Die zweite Gleichung
Es(7,t) = Ey cos(wt — kz) sin(wt — kz)é,

kann zundchst mithilfe der trigonometrischen Beziehung sin(2¢) = 2sin ¢ cos ¢ zu

—

L Ey . R ) L, T
Es(7,t) = — sin [2(wt — kz)| €, = — cos (wt —kz — 5) [
umgeformt werden, wonach offensichtlich wird, dass diese die Wellengleichung erfiillt.

Bei der dritten Gleichung
E3(F,t) = Egcos [(wt — kz)(wt + kz)] &,

ist sofort ersichtlich, dass es sich hierbei nicht um eine ebene Welle handeln kann, da die Phase
nach Ausmultiplizieren eine quadratische Zeit- und Ortsabhéngigkeit aufweist und somit die
Wellengleichung nicht erfiillt.

Die vierte Gleichung

—

E4(7,t) = Epy cos(wt — kz)ey + Eoy sin(wt — kz)é),

beschreibt die Addition, d.h. die Superposition zweier ebener Wellen, deren Schwingung in z- bzw.
y-Richtung erfolgt und welche sich jeweils in z-Richtung ausbreiten. Da beide Wellenkomponenten
fiir sich betrachtet die Wellengleichung erfiillen, gilt dies somit auch fiir deren Summe.
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14.2 Polarisationsarten ebener Wellen

Die gegebene Gleichung einer ebenen Welle, die sich in z-Richtung fortbewegt, kann mit der Definition
der Phase ¢ := wt — kz + ¢, und der relativen Phasenverschiecbung ¢ := ¢, — ¢, zunéchst etwas
vereinfacht geschrieben werden:

E(r,t) = Eozcos(wt —kz+ @g)e, + Eoy cos(wt — kz + @))€y
= FEy, cos pey + Egy cos(p + 0)é,
Je nach Wahl der Amplituden Ep, und Ep, sowie der Phasenverschiebung § weist die resultierende
elektrische Welle dabei eine unterschiedliche Polarisation auf.
Lineare Polarisation
Fiir den Fall beliebiger Amplituden Ep, und Ep, und einer Phasenverschiebung von 6 = nm mit n € Z

folgt fiir den Kosinusterm der y-Komponente

cos(p + n7) = cos ¢ cos(nm) —sin psin(nm) = (—1)" cos p = +cos p
~—— T
=(-1" =

und die Gleichung der Welle erhélt die Form

. E .
E(F,t) = | Epg€y + Eoyé'y} cos p = <:|:E?)z> cos p = Ejycos g

Damit schwingen z- und y-Komponente in Phase und kénnen zu einem resultierenden Amplituden-
vektor Ey zusammengefasst werden, dessen Betrag |E0| =./E}, + Egy sowohl zeit- als auch ortsunab-

héngig ist. Der Feldvektor besitzt also eine feste Schwingungsrichtung und beschreibt bei Projektion auf
die zy-Ebene eine Ursprungsgerade, wie man sich leicht durch Ineinander-Einsetzen der Komponenten
und Eliminieren des Kosinustermes deutlich macht:

E
E, = £Ey,cosp = £ Oy E,
Eoqy

Derartige Wellen werden aufgrund dieser Eigenschaft als linear polarisiert bezeichnet. Thre Polarisati-

onsebene ist dabei um den Winkel oo = arctan <%) gegeniiber der z-Achse geneigt.

Zirkulare Polarisation

Bei gleichen Amplituden Ey, = Eo, = Ey und einer Phasenverschiebung 6 = (2n + 1)§ mit n € Z ist

Ccos (gp + (2n+1)g> = COS (p COS <(2n+1)g> — sin @ sin ((2n+1)g) = (=1)""lsing = Fsingp
— —
=0 =(=1"

womit sich fiir die Beschreibung der Welle

SN . N cos
E(7,t) = Ey [COS V€, F sin wey} = Fy <:F sincp)

ergibt. Dies ist fiir einen festen Ort z die Parameterdarstellung eines Kreises mit Radius Ey in der zy-
Ebene, die sich durch Quadrieren beider Komponenten und anschliefender Addition schlieflich noch
in die Gestalt der allgemeinen Kreisgleichung bringen lasst

Ei + E; = Eg (COS2 p+ sin? cp) = Eg

Mit fortschreitender Zeit wird dieser Kreis - in Ausbreitungsrichtung betrachtet - fiir gerade Werte

von n (z.B. 0 = §) entgegen dem Uhrzeigersinn und fiir ungerade n (z.B. § = —7) im Uhrzeigersinn

durchlaufen. Entsprechend nennt man solche Wellen (links bzw. rechts)! zirkular polarisiert.

!Je nach Betrachtungsweise (in Ausbreitungsrichtung oder mit Blick auf die Quelle) ist die Definition des Drehsinnes
allerdings auch anders herum mdéglich.
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Elliptische Polarisation

Ist wie zuvor die Phasenverschiebung § = (2n + 1)§ mit n € Z und sind nun jedoch die Amplituden
verschieden voneinander, d.h. Ey, # FEjy,, so folgt

YN o L Epzcosp\ [ Ey
E(7,t) = Eog cos pey T Egy sin pey, = <:FEOy sing ) = \E,

Durch Quadrieren der z- und y-Komponente gelangt man nach dem Umstellen und Addieren schliefslich
zur Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen FEy, und Ejp, in der xy-Ebene.

2
E?2=F3 cos?¢p — (%) = cos? p _ (Ex>2+<Ey>2_1
5 V) =
E; = Egy sinp  — (%) =sin? p Eoz Eoy

Analog zur Zirkularpolarisation heift die Welle in diesem Fall (links bzw. rechts) elliptisch polarisiert.
Elliptische Polarisation mit gedrehten Hauptachsen

Sind sowohl Phasenverschiebung ¢ als auch die Amplituden Ep, und FEjp, beliebig, erhdlt man aus der
Gleichung der Welle mit cos(¢ + ) = cos ¢ cos§ — sin p sind durch Umformen der y-Komponente und
Einsetzen der z-Komponente:

E
sinpsind = cospcosd — —2%
Eoy
I 2 .2 2 2 By Ey ?
sin”  sin (5:(1—(:05 go)sm 0 = cos“pcos®d —2——cospcosd+ [ =
Eoy Eo,
1 (Ex)2 in? § <Ex>2cos25 2Ey Es cosd+<Ey)2
— sin = —2—= —
Eogc EOx EOy EOz EOy
E, \? E, E E,\?
) T .2 2 z Y Y
sin“d = sin“ g 4 cos“ ) — 2 cosd—l—()
(EOJ:> ( ) EOx EOy EOy
Ex 2 Ex Ey E 2
1 = [=————) -2 ) —
(EOI sina) Fousind Eysins 0 T \ By, sind

Mittels einer Hauptachsentransformation kann diese Gleichung nun wieder in die Gestalt des vorherge-
henden Falles tiberfiihrt werden. Es ergibt sich somit ebenfalls eine elliptisch polarisierte Welle, jedoch
mit gegeniiber dem zy-Koordinatensystem gedrehten Hauptachsen.

z, k

Abbildung 14.1: Darstellung der sich in positive z-Richtung ausbreitenden Welle fiir die Falle linea-
rer Polarisation (links), links zirkularer Polarisation (Mitte) und links elliptischer
Polarisation mit gedrehten Hauptachsen (rechts).
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14.3 Elektrische Feldstarke und magnetische Flussdichte einer ebenen Welle

Soll aus der elektrischen Feldstirke der ebenen Welle, gegeben durch

—

E(r,t) = 3Eq cos(wt — kz + ¢)éy — 2Epsin(wt — kz + ¢)éy

die magnetische Flussdichte B berechnet werden, so kann dies prinzipiell auf zwei Wegen geschehen.
Zum einen lasst sich dazu das Induktionsgesetz der MAXWELL-Gleichungen nutzen, welches eine Be-
zichung zwischen der Rotation des E-Feldes und der zeitlichen Ableitung des B-Feldes beschreibt:

T of
(= 0 0 0 - N
B =g by | = G G = gy
E, E, 0
OB

2kEq cos(wt — kz + ¢)€y + 3kEp sin(wt — kz + p)e, = o

Durch zeitliche Integration folgt hieraus dann

.k
B = <2E0 sin(wt — kz + @)éy — 3Ey cos(wt — kz + ¢)€y>

w

Andererseits leitet sich mit der Exponentialdarstellung der komplexen elektrischen Feldstarke
E(it) = Epelt=F

aus dem Induktionsgesetz unter Nutzung der Produktregel fiir die Anwendung der Rotation! eine
Beziehung zwischen elektrischem und magnetischem Feldstarkevektor sowie dem Wellenvektor k wie
folgt ab

. LT N . o 0B .
_ (wt—kF) ) _ j(wt—kr) _ (wi=kr)) _ 7= _
rot £ = rot (Eoe] ) rot By e Ey x grad (e’ ) 5 jwB
=0
—jkyelC) o o
Eo x | —jkyel(-) | = —jEy x k@ = jE x Foel@ =0 = jwuB
—ijk,eiC)
. 1/ =
= B = [ (FxE)

Mithilfe dieser Relation und der Vereinfachung ¢ := wt — kz + ¢ berechnet man fiir die gegebene
Gleichung der ebenen Welle nun

) N &, &,
B = —(kxE):— 0 0 k
w “I3Eycos¢ —2Epsing 0

k
= — <2EO sin g€, + 3Eq cos ¢€y>
w

Wie aus der Betrachtung des elektrischen oder des magnetischen Feldes der Welle ersichtlich ist, sind
die Amplituden der z- und y-Komponente verschieden voneinander und betrégt die relative Phasen-
verschiebung 6 = 7, womit es sich nach Aufgabe 14.2 um eine elliptisch polarisierte Welle handelt.

rot (@ﬁ) :@rotﬁ—l—grad(b X ﬁ:@rotﬁ—ﬁxgrad@
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14.4 Ausbreitungsgeschwindigkeit und Wellenwiderstand einer ebenen Welle

Ausbreitungsgeschwindigkeit v und Wellenwiderstand Zywy einer ebenen Welle sind definiert als

v g I = H:&:MU
TR W € k

mit k als Wellenzahl bzw. Betrag des Wellenvektors k = kii. Die bereits in Aufgabe 14.3 hergeleitete
Beziehung

5= (kxE)
w
zur Berechnung der magnetischen Flussdichte B aus der elektrischen Feldstiirke E lisst sich auf einfache
Weise fiir den Fall umformen, dass die elektrische Feldstéarke der Welle bei gegebener magnetischer
Flussdichte bestimmt werden soll. Hierzu bildet man auf beiden Seiten der Gleichung das Kreuzprodukt
mit dem Wellenvektor & und wendet anschlieRend den Entwicklungssatz zur Auflésung des doppelten

Kreuzproduktes (bac-cab-Regel)' an:
wB xk = <EXE_'>XE:—EX(EXE)Z—{E(EE)—E(EE)]:E_:/CQ
= E = % (E X E)

Werden beide Relationen noch mithilfe von v und Zyw ausgedriickt, so folgt

w ) k
L1 B B .
H:—(*xE) E:ZW(Hxﬁ)
Zw
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14.5 Zwei zirkular polarisierte Wellen

Fiir die gegebenen zirkular polarisierten TEM-Wellen

—

Ey(7,t) = Eg [cos(wt—kz)e, + sin(wt—kz)éy] By(F,t) = By [cos(wt—kz)é, + sin(wt—kz)éy]

welche sich im nichtleitenden und ungeladenen Medium in z-Richtung ausbreiten, bestimmt sich das
zugehorige magnetische bzw. elektrische Feld entweder aus dem Induktionsgesetz der MAXWELLschen
Gleichungen in der Form rot £ = —wa oder mithilfe der aus Aufgabe 14.4 bekannten Beziehungen.
Nach letzterer Variante folgt mit k = k&, und ¢ :=wt—kz

. D g, @
B = —(kxEl):— 0 0k
w w .

Egcos¢p Epsing 0

k E
= —— (Epsin¢e, — Eycos ¢€,) = _— (sin p€;, — cos péy)
w v

als magnetische Flussdichte der ersten Welle. Analog erhélt man fir die zweite Welle geméfs

B w . " Cr €y €,
By = 5 (32 xk) — 5 |Bocosg Bosing 0
0 0 k
w . .
=z (Bo sin e, — By cos ¢eyy) = vBy (sin ¢e, — cos péy)

die elektrische Feldstérke. Die Berechnung des POYNTING-Vektors erfolgt iiber das Kreuzprodukt von
elektrischer und magnetischer Feldstarke nach der Gleichung

§—Exﬁ—;<ﬁx§>

sodass sich dieser fiir beide Wellen wie folgt darstellt

. 1 . . 2 gx gy gz E2 E2
S = - <E1 X B1> =1 cosp sing 0|=-2¢ = Z—Oé'z
H VR sing cos¢ 0 o ew
B 1 . N B2 g:c gy é»z B2 7 BQ
Sy = —(EQXBQ):U—O sing —cos¢p O =Y Ve, = W20—»Z
H H cos¢ sing O K K
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14.6 Ebene Wellen in komplexer Darstellung

Zur Bestimmung des zugehorigen magnetischen bzw. elektrischen Feldes der beiden durch

. E e - . .
E|(7) = ?0 (&, —28,) e mit k=k& und  By(F) = By (4é, — 3,) e **

gegebenen ebenen Wellen, welche sich im nichtleitenden und ungeladenen Medium ausbreiten, kann
wieder die aus Aufgabe 14.4 bekannte Bezichung genutzt werden. Nach dieser gilt

. A
By = —(RixEy)==]0 0 kfe
w WIE _2B
5 5
k 2F E : oo
w

die magnetische Flussdichte der ersten Welle und

& & &
. w = o w Y &
B, = o (52 X k2) = 5|48 =3By 0 e
: Lo 0 ke

= — (=3Byé, — 4Byéy) e ** = —uBy (38, + 46,) e =7

die elektrische Feldstédrke der zweiten Welle. Wie man aus der Betrachtung des elektrischen oder des
magnetischen Feldes der Welle erkennt, ist die Phase der z- und y-Feldkomponente jeweils identisch,
sodass es sich geméf Aufgabe 14.2 in beiden Fillen um linear polarisierte Wellen handelt.
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14.7 Uberlagerung zweier ebener Wellen

Aus der gegebenen Ausbreitungsrichtung der beiden ebenen, in z-Richtung polarisierten Wellen, welche
sich in der zy-Ebene unter dem Winkel +a zur z-Achse fortbewegen, lassen sich zunéchst leicht die
jeweiligen Wellenzahlvektoren zu

—

k1 = k(cos aéy + sin aéy) ko = k(cos a€, — sin ae))

bestimmen, wobei der Betrag bzw. die Wellenzahl aufgrund der gleichen Frequenz und der Ausbreitung

im selben Medium jeweils k ist. Zusammen mit der Amplitude der elektrischen Feldstirke |E(0)] = %

im Ursprung stellt man hiermit die Gleichungen des elektrischen Feldes der beiden Wellen auf:

— EO SRS =3 EO o .
El(f») _ : e.e jk1T _ : E.e jk(z cos a+ysin a)
e Eo_ ke Eoo _ysi
EQ(T) — 5 e jkot __ : e jk(x cos a—ysin )

Die elektrische Gesamtfeldstirke der resultierenden Welle erhélt man durch Superposition der Feld-
starkevektoren, d.h. durch Addition beider Einzelwellen

- - _, Ey . . . o
Eres _ E1+E2 _ : e, (e Jk(zcosa+y51na)+e jk(z cos o ysma))
Ey —jkx cos a,—jky sin v —jkx cos o jky sin o

= 5 e, e e +e e

_ Eoé» e—jk:ccoscx 1
= z

5 <e]ky31na + e—Jkysma) — EO COS(ky sin a)é»z e—szcosa

=cos(ky sin )

womit der Wellenvektor der resultierenden Welle Eres = k cos a €, lautet. Da sich aus der Uberlagerung
der beiden urspriinglichen Wellen nun jedoch keine ebene Welle ergibt, kann auch die zugehdrige magne-
tische Flussdichte nicht iiber das Kreuzprodukt von resultierendem Wellenzahlvektor und elektrischem
Gesamtfeld berechnet werden; dies ist nur fiir jede Ausgangswelle getrennt moglich:

- 1 /- . 1 é;& é‘y é»Z
By = — (lﬁ/g X E1/2> = — |kcosa Lksina 0
w w 0 0 @e—jk(x cos atysin «)
2

kEo , . o\ i i
= :|:2— (sin @@, F cos ag,) e Ik(@cosatysina)
w

Die magnetische Gesamtflussdichte folgt dann wiederum aus einer Addition beider Einzelfeldbeitrage

_, _, _ kEoy _; T —_—
_ _ —jkx cos : > — —jkysina __ (g; > > +jkysina
B.s = By +DBy= o0 [(sm €y —COS €y € (sin a€+cos agy) e

_ _kEoe_jkxcosa |:; (ejk:ysina _ e—jkysina) sin aéx + % (ejk:ysina + e—jkysina) CoS aé»y:|
w

kEy

. .. . . - . — —jkx cos
= - (_] sin(ky sin «) sin o€, + cos(ky sin o) cos aey) e
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14.8 Ebene Welle an einer dielektrischen Grenzschicht

Uberlagerung der elektrischen Felder
Ez(.’I}) = EOié’yei(wt—k:lx) E),«(x) _ EOrgyej(Wt+k1x)

der einfallenden (inzidenten) und in positive z-Richtung fortschreitenden Welle sowie der an der Grenz-
schicht reflektierten und in entgegengesetzte Richtung laufenden Welle im Gebiet mit der Permittivitat

€1, in dem sich diese jeweils mit der gleichen Geschwindigkeit v; = —~— = £ ausbreiten:

VHEL 1

- . . . By -
Ey(x) = Ei(r) + Er(7) = EOiéy <e-](Wt_k1z) + % eJ(wt-‘rkw))

Das Verhéltnis der Amplituden von reflektierter zu einfallender Welle wird dabei als Reflexionsfaktor

r definiert. Gleichsam gilt fiir die transmittierte und sich im Gebiet der Permittivitdt o mit der
Geschwindigkeit vy = —~— = k;% bewegende Welle:

Ve
. . . B
Es(x) = Ey(x) = EOtgyel(wt—kzx) — Eoié, EOt- ol (Wi—ka)
0z

=:t

fiir die man analog den Transmissionsfaktor ¢ als Amplitudenverhéltnis von transmittierter zu einfallen-
der Welle einfiihrt. Bevor beide Faktoren bestimmt werden kénnen, sind zunéchst noch die zugehorigen
magnetischen Feldkomponenten zu berechnen. Im Medium 1 ist hierbei die unterschiedliche Ausbrei-

tungsrichtung beider Teilwellen mit k; = k1€, = —k, zu beriicksichtigen, sodass gilt
pHy = w (kz X E; + k, X Er) = o [klgx X EOié’yeJ(“’t_klf") — k18, X T,EOié»ye](wt—&-km)}
ﬁl (1’) = ﬂEOiejwt (e_jkw o Tejklx) e, = &ejwt (e—jkw o rejlﬂ;c) g,
Hw Zw1

Die magnetische Feldstédrke der Welle im Medium 2 ergibt sich dagegen zu

— 1 o . 1 .
py = — (Fox B) = = (ke x tEyié el 20))
7 k - tEy - .

HQ(CU) = ltEOieJ(wtfkgx)é‘z — 707’ejwtef.]k2mé»z
P Zw2

Aus den Stetigkeitsbedingungen der Felder an Grenzflachen folgt weiterhin, dass die Tangentialkom-
ponente der elektrischen und der magnetischen Feldstéarke bei « = 0 stetig sein muss, womit sich nun
zwei Bedingungen zur Bestimmung der beiden Unbekannten aufstellen lassen. Mit dem Normalenvektor
71 = €, der Grenzschicht ist

7 x (EQ(O) - 51(0)) - 0

tEge“te, = Fge*'(1+7r)e, = 1+r=t
sowie
7 x (ﬁg(()) - ﬁl(O)) = Jp=0
ZE\Z ej‘”t(l —r)e, = tZE:V\Zejwté’y = 1—r= g:vvi
und man berechnet letztlich
po _24wa p— g1 = 2wz 2w
Zwa + Zwi Zwa + Zwi
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14.9 Reflexion an einem Dielektrikum tiber einer leitenden Ebene

Beim Auftreffen elektromagnetischer Wellen auf eine dielektrischen Schicht der Dicke d, welche sich
unmittelbar vor einer ideal elektrisch leitfahigen Ebene befindet, kommt es zur Ausbildung von Mehr-
fachreflexion zwischen den beiden Mediengrenzflichen und damit zur Interferenz zwischen hin- und
riicklaufenden Wellen. Neben der Anderung der Amplitude bei Reflexion und Transmission sind also
auch die Phasenbeziehungen zueinander zu beriicksichtigen.

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen sei der vakuumerfiillte Halbraum als Medium 0, das Dielektrikum
als Medium 1 und die ideal leitende untere Hemisphére als Medium 2 bezeichnet. In jenen Gebieten
wirksame Kenngrofien werden gleichsam entsprechend indiziert, d.h. die Wellenzahlen der Propagation
im Vakuum und im Dielektrikum lauten
2T wo 21T wo
ky=—=— bzw. ki=—=—
0 )\0 Co W ! )\1 C1
wohingegen sich im Leiter kein elektrisches Feld ausbilden und somit keine Wellenausbreitung statt-
finden kann. Die Wellenwiderstdnde der beiden Propagationsmedien berechnen sich geméfs

ZVVO = @ und ZWl = @
\/ €0 \/ €1

aus der Permeabilitéit p und der Permittivitdt ¢ der jeweiligen Gebiete. Weiterhin seien die Reflexions-
und Transmissionskoeffizienten der einzelnen Medieniiberginge wie in Abbildung (14.2) dargestellt
definiert.

A €0, 0 t1 €0, M0

to €1, Mo 1 €1, 1o

Abbildung 14.2: Festlegung der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten fiir die jeweiligen Uber-
gange.

Mithilfe der Ergebnisse aus der vorangegangenen Aufgabe 14.8 berechnen sich nun fiir den Ubergang
vom Vakuum in das Dielektrikum sowie vom Dielektrikum ins Vakuum die Koeffizienten zu

ro = Zw1 — Zwo = Zwo — Zwr _ r
Zw1 + Zwo Zwo + Zwi

ty = 2Zw1 b = 2Zwo  _ OZwo
Zw1 + Zwo Zwo + Zw1 Zw1

Innerhalb der ideal leitenden Ebene wird wegen x — oo (bzw. dquivalent €2 — 0o0) der Wellenwider-
stand Zyws zu Null und somit folgt gleichermafsen

= 7ZW2 — Zwi =-1 sowie to = 72ZW2 =
Zwa + Zwi Zwa + Zwi

d.h. die Welle wird erwartungsgeméf vollstdndig in das Dielektrikum zuriickreflektiert. Das elektrische
Feld der senkrecht einfallenden, linear polarisierten Welle betrage

E; = Eige

2

Beim ersten Grenzflicheniibergang wird dann der Anteil
Er = roE;ée k02
in das Vakuum zuriickgeworfen, wéhrend sich der Wellenanteil
E, = toEie,e™*

im Dielektrikum fortbewegt, an der leitenden Ebene reflektiert wird und nach erneuter Passage der
Schicht ein weiteres Mal auf die Grenzflache trifft.
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Reflexions- und Transmissionsvorgénge setzen sich sodann unendlich oft fort, wobei die Amplituden der
einzelnen Teilwellen nach jedem Ubergang etwas geringer sind als zuvor. Abbildung (14.3) illustriert
den beschriebenen Sachverhalt.

€0, 1o

€1, Mo

8
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Abbildung 14.3: Mehrfachreflexion innerhalb eines Dielektrikums iiber einer leitfidhigen Ebene.

Das Gesamtfeld, welches sich durch die Mehrfachreflexionen in einem der beiden Propagationsmedien
ausbildet, erhélt man durch Summation aller Feldbeitrige, d.h. aus der Berechnung der Summe der
konvergenten unendlichen Reihe. Fiir das elektrische Feld im Medium 0 folgt dementsprechend unter
Beriicksichtigung der Phasenénderung infolge der Laufzeit durch die Schicht

EO = EZ (ejk:oz + Toe_jkoz — totle_jkozejklzd + totl’l“le_jkozejk14d — totlrfe_jkozejkmd 4+ .. )
= E; |elfo? 4 e7ikoz (ro — tot1eF12 4 toty e — gotypPeifrOd 4 )}
r o
= Ez‘ eJkOZ + e_Jkoz ro — tot1 Z(—l)nﬂfejklz(n—i_l)d
L n=0

00
- . . . . n
= Ei eJka—Fe_JkOZ T‘o—totle2jk1dg {—TleQJkld}
n=0

Diese unendliche Reihe kann nun mit der bekannten Summe der geometrischen Reihe

> 1

E kb= —— fiir lz| <1
1—=x

k=0

2jk1d

ausgedriickt werden, denn es ist = — re und |rie?*14| = |r;| < 1. Somit folgt definitionsgemiR

9
2| jkoz —ijkoz tot1 €M1 7| aikoz —jkoz
EOZEz‘e +e Tg—m :Eze”] +re
re

=r
da jener zweite Summand von Reflektionen der urspriinglichen Welle herriihrt. Nach weiteren Umfor-
mungsschritten gelangt man schlieflich zu einem Ausdruck fiir den komplexen Reflexionsfaktor

t0t162jk1d . ro + (7“()7’1 — t0t1)€2jk1d B 0 — 62jk1d

C Lrpedikd 1 + rye2ikd T 1~ rpedikid
(Zwi1 — Zwo)e M1 — (Zyw + Zwo)elFrd
(Zw1 + Zwo)ek1d — (Zwy — Zwo)elk1d
—Zw1 (ejkld _ e_jkld) — Zwo (ejk‘ld + e—jk‘ld)
—Zwi1 (ejkild — e—jkld) + Zwo (ejkld 4 e—jkld)
2jZwi sin(k1d) + 2Zwo cos(kid)  Zwi sin(kid) — jZwo cos(k1d)

2j Zwi sin(k1d) — 2Zwo cos(kid)  Zwi sin(kid) + j Zwo cos(k1d)

r =7
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Alternativ zum Losungsweg unter Beriicksichtigung der Mehrfachreflektionen im Dielektrikum lésst
sich der Reflektionsfaktor auch durch Aufstellen allgemeiner Ausdriicke fiir die Felder in den einzelnen
Teilgebieten und einer Anwendung der Stetigkeitsbedingungen an den jeweiligen Mediengrenzflachen
berechnen. Hierzu werden zunéchst die Wellenfelder von transmittierter und reflektierter Welle wie in
Abbildung (14.4) durch die der inzidenten Welle ausgedriickt und dabei die noch zu bestimmenden
Faktoren C7, Cy und r eingefiihrt. Mit diesem Formalismus ist dann bereits eine Superposition vieler
beteiligter Teilwellen zusammenfassend beriicksichtigt.

E;eikozg
ko __Bi_gikozg, L
rEe kg, £0, Ko
LEB; (—jkozg = kol
C1E;ei*zg,
L& C1E; \jk1z 5 ? T
CyEe~if17¢g, Rl
CyE; e—jklze-‘ 2 Z k1€
TTI77777777777777777777777777777777777777777777777777770777777777777707777777777777777777777777777777777077777777777777777%
RaRiiiiiiiiiiipipiiiiiiidviiiiddvivvivvvviiiidiiivdvivvivvisiiiiciivivivvvvivvvssBsisiiviiiiiiI S x
A
L 00000000000000000000000000055005000 00 00000000000000000800000000000000000)
U 000000000000000000000000000050000000000000 I —y OQ 4405500000000000000000000000005000500050800005000500050005
L 000000000000000000000000500055005000 U 000000000000000800000000000000000)
A A
A
A A s

Abbildung 14.4: Reflexion einer inzidenten Welle an einer leitfdhigen Ebene.

Elektrisches und magnetisches Gesamtfeld im Vakuum (Medium 0) lauten dann dementsprechend

E, = E (e““oz + ie’j’“’z) &
7 i ( ik —jkoz z
Hy = -7 (e e ie) &
und analog stellt man fiir das Dielektrikum die Beziehungen

El = E_:,L (Clejklz + CQG_jklz) €x

. E, . .

H = - (G - G g,

Zw

auf. Im gesamten Leitergebiet gilt dagegen E2 = 0. Hieraus folgt aufgrund der Stetigkeit der elektri-
schen Tangentialfeldkomponente an der Grenzfliche bei z = 0 auch sofort

—

E\z=0)= B(Ci+ )G 20=Ey(z=0) =  Ci=-C

Die Anwendung der Stetigkeitsbedingungen an der Grenzschicht zwischen Vakuum und dielektrischer
Schicht bei z = d liefert

Eo(z =d) = E; <ejk°d +ze_jk°d) & = E0 (ejkld — e_jk1d> €r = El(z =d)
eihod 4 peihod = 2iC sin(k:d)

-, E; . . C1E; / . . -,
EO(Z — d) — _Zil (e]kod _teilkod> gy ; _% (ejk1d + e*Jk1d) é»y _ ﬂl(z _ d)
Wo W1
Zwi (ejkod — feijk0d> = 2ZwoCh COS(kld)

Eliminieren von C und Umstellen nach r fiithrt schliefslich auf den gesuchten Reflektionsfaktor
Zwo cos(k1d) <ejk0d + fe_jkOd) = jZwsin(kid) (ejkod _ ﬂe—jk0d>

N b Q2iked ZW1 sin(k1d) + jZwo cos(k1d)
B Zw sin(k1d) — jZwo cos(k1d)
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14.10 TE-Wellen im Rechteckhohlleiter

Zur Herleitung der elektrischen und magnetischen Feldverteilungen innerhalb eines Rechteckhohlleiters
wird die in Abbildung 14.5 dargestellte Hohlleiteranordnung der Breite a und Hohe b betrachtet, die
entlang der z-Achse verlaufe und deren Wéande aus ideal leitendem Material mit x — oo bestehen.

z

Abbildung 14.5: In z-Richtung verlaufender Rechteckhohlleiter der Breite a und Hohe b

Eine solche Anordnung schrinkt die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Inneren in beiden
Querrichtungen ein, da es an den Leiterwénden zu Reflexionen kommt und somit nur eine Propagation
in positive oder negative z-Richtung moglich ist. Entsprechend lésst sich als Ansatz ein Feldverlauf {iber
den Querschnitt des Hohlleiters annehmen, welcher als Welle in Léngsrichtung fortschreitet. Beschréankt
man sich in der Betrachtung z.B. auf eine Ausbreitung in positive z-Richtung, so lautet der Ansatz

E(:C, Y, z,t) = E(x, y)ej(“’t_kz) und ﬁ(:c, Y, z,t) = ﬁ(az, y)ej(“’t_kz)

Setzt man diesen in die Wellenglelchung ein, wie sie z.B. in Aufgabe 2.8 fiir das elektrische Feld
hergeleitet wurde, so folgt mit 5 2E = —k?FE

2 82 82 5 . 82 82 9 5| =
[A—i—wue]E 82+8y+82+w'u€]E: W—FW—FW,M&‘—]C E=0
und analog fiir das magnetische Feld
2 82 5] =
[A—FCU,UJE]H |:62+ay2+’7:|H:0

wobei die neu eingefiihrte Konstante v hdufig auch als Hohlleiter-Wellenzahl bezeichnet wird. Weiterhin
gelten das Induktions- und das Durchflutungsgesetz der MAXWELL-Gleichungen, die sich im Falle
zeitharmonischer Vorgédnge und ohne Anregung bzw. fernab einer Quelle (J = 0) formulieren als

& & e 0B, _ 0%y H,
Wt B = |2 2 2|= |8 95|~
E. E, E, D HL H,
AN B,
ot = |2 2 o=k | (R,
H, H, H. O — Yl E,
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Mithilfe dieser sechs Komponentengleichungen kénnen nun die transversalen Feldkomponenten E,, E,,
H, und H, durch die axialen Feldkomponenten E, und H, ausgedriickt werden. Es gilt

op . OH. OH, O0H. 0[] (9B, OE.\]_0H. j (0°E, O,
) T 9y 9z Oy Oz |lwp \ 0z Oz Oy wp \ 022 0x0z
_ 0H, ] 9 L OE.\ O0H. k OE.,  k?
Oy w,u( W Ea Ik 8:L“>_ dy +w,u ox +quEx
. OH, OF i [ OF OH
2 1.2 _ z z __J 2 P
J(LUME k)Ew Wi 3y +k8x E, 2 [kax + wp 8y]

Gleichermafien erhélt man fiir die elektrische Feldstérke in y-Richtung

. 0H, O0H, j (90*E, O%E, 0H, k O0E, OH, k*
jweEy, = — = - |~ = — j—E,
0z ox wp \Oydz 0z ox wp Oy Ox w
oF OH j oF 0H
. 2 2 z z z z
E,—-kK)E, = k - E,=—"1 |k _
G ) By oy “H o ~ 2 [ oy “H o }
sowie die magnetische Feldstarke in z-Richtung
0E. O0E, O0E, j (0°H, O°H. OE. k OH, K?
—jwpH, = - = — - = - — —j—H,
i dy 0z Jy + we < 022 8x82> dy  we Ox e
oF 0H j 0H )
: 2 2 z z z z
— —k°)H, = —k H,=—= |k —
(W pe ) e oy Ox ~2 [ or  “° oy ]

und in y-Richtung

Conl. - 9B 0B, O*H, 0°H,\ 0B,  kOH, 0E, kK
WEYy = 5, T s T e Oydz 022 or  we Oy dr e Y
OH OE i [ oH OE
. 2 12 H —_ z z H = _9 z z
j (w’pe — k%) H, k 9 on = y ~ k 9 +we

Je nach Art der Welle sind nun folgende Félle moglich:

e bei transversal-elektromagnetischen Wellen (TEM-Wellen) verschwinden sowohl elektrische als
auch magnetische Felder in Ausbreitungsrichtung und es gilt F, = 0 sowie H, = 0. Anhand obiger
Relationen macht man sich leicht klar, dass dann auch alle transversalen Feldkomponenten Null
werden. Entsprechend sind TEM-Wellen in Rechteckhohlleitern also nicht ausbreitungsfiahig.

e bei transversal-elektrischen Wellen (TE-Wellen) verschwindet das elektrische Feld in Ausbrei-
tungsrichtung (E, = 0) und die transversalen Feldkomponenten kénnen iiber die axiale magne-
tische Komponente H, bestimmt werden.

e bei transversal-magnetischen Wellen (TM-Wellen) verschwindet das magnetische Feld in Aus-
breitungsrichtung (H, = 0) und die transversalen Feldkomponenten kénnen iiber die axiale elek-
trische Komponente F, bestimmt werden.

An dieser Stelle wird der Vorteil der Formulierung der Transversalkomponenten iiber die Felder in
Ausbreitungsrichtung deutlich. Da sich im Hohlleiter nur TE- oder TM-Wellen fortbewegen kénnen,
entfillt eine der beiden axialen Feldkomponenten und es verbleibt die Losung der Wellengleichung fiir
die jeweils andere, aus der sich schlieklich die iibrigen berechnen lassen.
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Ausbreitung transversal-elektrischer Wellen (TE-Wellen)

Treten im Hohlleiter TE-Wellen auf, so erfolgt die Berechnung wegen E, = 0 {iber die nichtverschwin-
dende magnetische Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung. Zur Lésung der Wellengleichung fiir H,

2 9,
s+ g+ | Halw,y) =

verwendet man den kartesischen Separationsansatz

H.(z,y) = X(x)-Y(y) ~ 52 = Xe(@Y(y) o7~ % (@)Yyy(y)
mit dem die Wellengleichung die Form
Xaa(2)Y (y) + X (2)Yyy(y) +7°X (@)Y (y) = 0 /XY £0

Xaal@) | Yiu(v)
X(x) = Y(y)
~— ~——
=:f(z) =:9(y)

+72:0

annimmt. Wegen
d
o [f(x) +9(y) +’YQ} =f'(z) = 0 — f(z) = const. =: —k2
d
& [f(x) +9(y) + ﬂ =4y = 0 — gly) = const. =: —k?
= v o= k24 k;
sind die einzelnen Summanden konstant und das urspriinglich zweidimensionale Problem iiber dem
Hohlleiterquerschnitt zerféllt infolge der Separation in zwei eindimensionale Probleme in beiden Quer-

richtungen. Fiir die Abhéngigkeit in z-Richtung 16st man die hieraus erhaltene Differentialgleichung
zweiter Ordnung

Xz () 2 2
mithilfe des Ansatzes
X (x) = C1 cos(kyx) + Cosin(kyx) mit Cp,Cy € C

Ebenso verfahrt man mit der Abhéngigkeit in y-Richtung

9(y) = iy/y(;y)) =—k; = Yy +kY(y) =0

und erhélt als Losung

Y (y) = Cscos(kyy) + Cysin(kyy) mit C3,C04 € C

Insgesamt ist damit das Ergebnis des magnetischen Axialfeldes gemé&ft Ansatz

H.(z,y) = X(2)Y (y) = [Ci cos(kzx) + Cysin(kyx)][Cs cos(kyy) + Cusin(kyy)]

Da keinerlei Randbedingungen fiir die magnetische Feldstidrke bekannt sind, miissen zur Bestimmung

der Integrationskonstanten zunéchst die elektrischen Transversalfelder E, und E, berechnet werden.
Diese lauten
jwu OH, jwu . .

E.(z,y) = 7 oy = +?ky[01 cos(kzx) + Cysin(kyx)|[Cs sin(kyy) — Cy cos(kyy)]

jop o, _ jep

72 Oz 2

Ey(xz,y) = k;[Cy sin(kyx) — Co cos(kzx)][C3 cos(kyy) + Casin(kyy)]
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Mit der Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstdrke an den Hohlleiterwdnden
und der Tatsache, dass diese aufgrund der als ideal angenommenen Leitfdhigkeit im Leitermaterial
verschwindet, gilt also

E.(x,0) L0 = -C k: e [Cl cos(kgx) + Cysin(kyx)) — Cyi=0
£0

E,(x,b) L0 = Csky sin(ky b) 2 [6'1 cos(kyx) + Cysin(kyx)] sz sin(kyb) =0

~ ky = %T mit neN
B 0,) =0 = CpCsk 2 cos (”b”y> S (=0

;éo

Ey(a,y) = L0 = —Cngk sm(kz a) <%Ty) @170 sin(kza) =0

~ kp= %T mit méeN

Fasst man die beiden verbliebenen Konstanten nun noch zur Amplitude des Feldes Hy := C1C3 zu-
sammen, folgt die magnetische Feldstdrke in Ausbreitungsrichtung zu

H.(z,y) = Hycos (%ﬂw> cos (%y)

Die Magnetfeldkomponenten in z- und in y-Richtung sind dann

le 8611; = j:ljo %[ cos (Mx) sin (nbﬂy)

Hy(xv y) =

und die transversalen elektrischen Felder schreiben sich mit wy = kZw als

E.(z,y) = JkHoZw nm cos <@x) sin (Ey)
e 2 b a b

E (x,y) = —LHOZW mn sin (m—ﬂx) cos <@y>
v 2 a a b

wobei die Hohlleiter-Wellenzahl « {iber die Beziehung

\/m \/ mTt mt>2 = w2ue — k2

definiert ist. In Abhéngigkeit der Werte von m und n ergeben sich nun unterschiedliche Ausbrei-
tungsmoden der TE-Welle innerhalb des Hohlleiters, d.h. es sind verschiedene Eigenschwingungen
der elektromagnetischen Welle zwischen den metallischen Wanden moglich. Abgesehen von dem Fall
m = n = 0, fir den man lediglich die triviale Losung H, = 0 und somit keine Wellenausbreitung
erhélt, sind dabei theoretisch alle hoheren Moden denkbar. Die niedrigste Grundschwingung ist dem-
zufolge die TEg;- oder TE p-Mode, welche auch hdufig zum Energietransport in Rechteckhohlleitern
zur Anwendung kommt.
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Ausbreitung transversal-magnetischer Wellen (TM-Wellen)

Wird statt transversal-elektrischer die Ausbreitung transversal-magnetischer Wellen im Hohlleiter be-
trachtet, gelten die gleichen Uberlegungen wie zuvor ganz analog fiir die elektrische Feldkomponente
in Ausbreitungsrichtung. Aus dem Separationsansatz fiir £, erhélt man die Losung

E.(z,y) = X(2)Y (y) = [C1 cos(kyx) + Cysin(kyx)][C3 cos(kyy) + Cysin(kyy)]

auf die unmittelbar die bekannten Randbedingungen angewendet und die Konstanten bestimmt werden
kénnen. Wiederum verschwinden die elektrischen Tangentialkomponenten an Leiterwidnden und es ist

E.(0,y) =0 = Ci[Cscos(kyy) + Cusin(kyy)] =  CL=0
20
E.(a,y) 20 = Oy sin(kza)[C3 cos(kyy) + Casin(kyy)] 270 sin(kza) =0
mm _
N ky=— mit m €N
a
E,(x,0) 20 = C3 Cysin (mx> — C3=0
a
—_———
#0
E.(z,b) 20 = C5Cysin (mi[a;) sin(kyb) 20 sin(kyb) =0
a
~ ky= nbn mit neN

Das Produkt der beiden Konstanten Cs und Cy wird zur Amplitude Ey := C3Cy zusammengefasst,
sodass die elektrische Feldstérke in Langsrichtung schlieklich zu

AUy . (NT
E,(x,y) = Epsin <7x) sin (731)

folgt. Mit we = % berechnen sich die Feldkomponenten in z- und in y-Richtung damit geméfs

jk OF, jkEy mm mr . /nT
Buloy) = ~5g =g s (o) (50)
jk OF, jkEgnm . /mm nTt
Ey(xz,y) = 2oy = — 2 — sin (7x> cos (Ty)
H,(z,y) = jw—gaEZ = Ik Eo Esin (m—ﬂx) cos (Ey>
e ~v2 Oy V2 Zw b a b

H,(z,y) jwe OF, jkEy mm (mn ) . (nn )
x = —— =— —cos (—x ) sin | —
y\ &y v2 Oz Y2 Zw a a b Y

Anhand des Ausdrucks fiir F, ist ersichtlich, dass sich nur im Falle von m # 0 und n # 0 nichttri-
viale Losungen der Felder im Hohlleiter ergeben. Bei TM-Wellen ist die niedrigste ausbreitungsfahige
Grundmode also die TM;1-Mode.
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15 Feld von Linearantennen

Eine Linearantenne stellt eine Leiteranordnung mit linienférmiger Geometrie und dementsprechend
eindimensionaler Stromverteilung dar, welche zur Erzeugung und Aussendung elektromagnetischer
Wellen genutzt wird. Das von ihr an einem Punkt des Raumes hervorgerufene Feld lasst sich aus
ihrer spezifischen Form und der eingepréigten Stromverteilung berechnen. Zur Herleitung der hierfiir
bendtigten Gleichung wird dabei von zeitharmonischen Anregungsvorgingen ausgegangen und das
Induktionsgesetz der MAXWELL-Gleichungen betrachtet. Mithilfe des magnetischen Vektorpotentials
A kann dieses geschrieben werden als

rotE = —ij = —jw rotg — rot <E+jw£) =0

Aufgrund der Vektoridentitét rot grad ® = 0 wird das Argument der Rotation iiber den Gradienten
des Skalarpotentials ® ausgedriickt, wobei es sich bei dem negativen Vorzeichen lediglich um eine
Konvention handelt. Hiermit kann nun das Durchflutungsgesetz umgeformt werden zu

L1 . L B
rot H=—rotB = J+jwek =J+ jwe (— grad@—ij)
i

rot (rot A) = grad (divg) —ANA = ,uj— jwue grad ® + w2uag

grad (divg) — Ag— w%usA_' = ,uj— jwue grad @

Nutzt man im Weiteren die LORENZ-Eichung divA = —jwue®, folgt hieraus die inhomogene Wellen-
gleichung fiir das Vektorpotential A zu

. . - 2
NA+ A =—pJ mit k% = w?ue = (%)

in der k£ die Wellenzahl darstellt. Als partikuldre Losung dieser Vektordifferentialgleichung zweiter
Ordnung fiir den Freiraum erhélt man

—Jk|7’ 7 ldV’
S /// |7 —

Wird von einer radial in Richtung &, orientierten Linearantenne mit der Stromdichte
J(F) = I(7)8(7 - 7)é,

und dem Quellpunktvektor 7 ausgegangen und der Betrag des Differenzvektors in der Form

|F— 7| = V12 + 12 — 201 cos 9 = \/12 + 172 — 27

geschrieben, reduziert sich das Volumenintegral aus obiger Gleichung zu einem Wegintegral iiber die
Stromverteilung I(7") entlang der durch die Antennengeometrie vorgegebenen Kurve C

) T
i - L
7"2 + 72 — 2FF

b L)
= = r'e
47t r2 42 — 277 "

C
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Bei Betrachtung des Fernfeldes in ausreichend grofer Entfernung r 1>> r’ von der Antenne vereinfacht
sich der Ausdruck fiir den Abstand und mit der Niherung (1 + 2)¥2 ~ 1+ 2 fiir z < 1 folgt

2 S - ., -
/ A = =4 =
- T 7o <r T 7T T
r24r? =2 = 14— ) —2— R onfl-25=r(l-—|=r——
r r r r r

7

L

1 1 N1<1+Ff"> . 1
= K - =)=t 3~
r2 42 — 2FF r\/@ r T Jg_ T

sodass die Gleichung des Vektorpotentials nun lautet
I(7™)exp (—jk‘r —I—jk@)
dr'el

= M =
A(F) = —
Alr) 4 / r "
C
Die magnetische Feldstédrke berechnet sich aus dem Vektorpotential durch Bilden der Rotation geméfs

S
ik —jkr) é’] dr'
T

— 1 . 1 1
H(7) = —1ot A(7¥) = — [ I(F)rot | —
H(7) Mro A(T) 4ﬂ/(r )10 [r exp(
C
=:¥(7)
und unter Beachtung der entsprechenden Produktregel sowie der Tatsache, dass der Vektordifferential-
operator nur auf 7 und nicht auf 7 wirkt, ergibt sich

grad ¥ x &, + Wrote, = grad ¥ x €&,

rot (¥e,) =
——
=0
. 0 A . 1 o (. . .
grad U(7) = o [r exp (Jk —Jkr)] € = [ 5 exp(...) + ;exp(. . )6— <Jk‘ —JkT>:| €y
1k i =< i
— _ﬁ — :| exp <Jk —JkT‘) é',r ~ ——eXp (JI{ —Jk"l") €
womit als Ergebnis schlieflich folgt
. 1 F
. 7 — _ _ o — /
H(r) = gy (™) [ exp ( Jkr) exp (Jk > € X er] dr
k —jk
= iﬁeXp(r‘] ) /I(F’) exp <Jk> dr'éel. x é,
C
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15.1 Anordnung mit einer Linearantenne

Die entlang der y-Achse im Bereich y' € [0; %] verlaufende Linearantenne mit der Stromverteilung
I(7) = Iycos (§y') wird beschrieben durch den Quellpunktvektor 7 = y/€,. Das vektorielle Wegele-
ment fiir die Integration lautet demnach d = dy’ey. Mit dem Ortsvektor des Beobachtungspunktes

in der zz-Ebene 7 = x€,, + z€, folgt fiir das Skalarprodukt 777 = 0 und der Exponentialterm innerhalb

des Integrals wird zu Eins.

. il e IkT e ik e—Ikr =
A =25 /I(F’) exp <.]k‘r:> dif x L =10° /I(F’)df’ X ;
C

4T 7 r 4m r

Die magnetische Feldstérke im Fernfeld berechnet sich somit zu

N>

S e IkVatz? s T+ 2€.
H(x, 2 = ] Icos(— ')d’é’ x 2%
Hzz2) ik 471\/:1:2+22 0 \) Ve V2422

N[>

—kVETRE Lo o o ikVITR? Lo A\ 3
= jke HCo Io/cos (;;/) dy/ :jk: iz $2€le [ sin (:y’)}

N 47t 2422 7 Am 242z T 0
0
kZQTn —Jk\/:v +22 28y — 1€, IO < ] (ﬂ) ) (0)) 7 —Jk\/x 22 2€p — Xy
= = (sin (= ) —sin =
] 2 2422 2 oo x2 + 22

15.2 Anordnung mit zwei Linearantennen

Bei zusammengesetzten Anordnungen aus mehreren Linearantennen ldsst sich die von diesen hervor-
gerufene magnetische Feldstarke durch Superposition der Feldbeitrége der Einzelantennen berechnen.
Im vorliegenden Fall beschreibt 7= z€, den Beobachtungspunkt auf der z-Achse und 7, = 2’€, sowie

7y, = y'€y die Quellpunktvektoren der beiden entlang der z- bzw. y-Achse orientierten Antennen mit den
Stromverteilungen I, () = Iysin (§2') und L, (7) = Iy cos (5y/), jeweils im Bereich ',y € [—25 3]
Da Quell- und Ortsvektor wiederum senkrecht aufelnander stehen, ist das Skalarprodukt Null und der

Exponentialterm im Integranden vereinfacht sich zu Eins. Im Fernfeld folgt somit

b
ISP

—

S e ikl : L zé ekl 2 T
H,(r) = ka I,sin (XJ}/) dz'e, x |7|Z = —‘]kl()?ﬁ / sin <X{L'/> da’

>

4

om . edklEl TN T, i ekl e TN _
e o (5]~ (o () ()5 -0
4

Analog erhélt man fiir die in y-Richtung orientierte Linearantenne

NP

—

A
- eIkl z€ ekl e T
24 TR d w 25 g, S (f ’)d’
—y(f) J 47_[‘ | / OCOS |Z| J 20 47_[ ’Z|2 /COS )\y Yy

2m e*Jk‘Zh Ay, i . e dhlzl o T
P g e 90 (Ay)]_x = o (sin () —sin (=) ) &
4

e Jk| | TT \/iefjkld
n (T2, = i1, 2

€
21z v

w[>

und damit als magnetische Feldstéirke der Gesamtanordnung

Y. =
E(Z) = ﬁ:{;<z) +ﬂy(z) =l 2712 x
=0
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15.3 Kreisférmige Linearantenne

Im Falle einer kreisformigen Leiterschleife vom Radius a als Linearantenne nutzt man zur Berechnung
an das Problem angepasste Zylinderkoordinaten. Der Beobachtungspunkt auf der z-Achse wird weiter-
hin durch 7 = z€, beschrieben. Der Quellpunktvektor driickt sich nun jedoch als ¥ = aé, aus und man
erhilt durch Ableiten nach dem Winkel ¢ das differentielle Wegelement zu di” = ady¢’é,. Wiederum
ist 77 = 0 und der Integrand vereinfacht sich entsprechend. Mit der Stromverteilung I(7) = I, sin ¢’
und der gegebenen Stromrichtung im Gegenuhrzeigersinn ist die Integration nach ¢’ von 0 bis 27
auszufithren und die magnetische Feldstdrke im Fernfeld bestimmt sich geméfs

. 27 ) 27
efjkl‘z' c ef.]k|z‘

= . o ze . z . i
H(T) = jk Iysin(¢')ady'é, x ‘7"3 :Jkal()?w /sm ¢’ eydy’
0

47| 2|

Da der Radialeinheitsvektor wihrend der Integration nicht konstant ist und demzufolge nicht vor das
Integral gezogen werden kann, driickt man diesen mit €, = cos ¢'€,+sin ¢’€,, durch die kartesischen Ba-
sisvektoren aus und berechnet die jeweiligen Feldbeitrage in den entstehenden Teilintegralen getrennt:

27 27

. —jklz|
H(z) = jka[oe4nz égg/singo’cos«p’ dg0’+€y/sin2 o'dy’
0 =%sin(2<p’) 0
‘ e—dklzl [ 1 m 1 1 m ' e—Iklzl
= jkal, pr— (2 [—2 cos(2g0’)}0 €x + [2 (go’— 251n(2g0/)>]0 ey | = jkal, o
=0 =

Entspricht der Kreisumfang der Antenne einer Wellenldnge, d.h. gilt 27ta = A, so ist ka = 1 und es
folgt als Ergebnis schliefslich
N e_.]k|z| -

E(Z) = Jlo 4z ey

15.4 Zwei parallele Linearantennen

Wie bereits in Aufgabe 15.2 gezeigt, berechnet sich die magnetische Feldstarke der zwei parallel verlau-
fenden Linearantennen mittels Superposition der einzelnen Feldbeitrdge. Beide Antennen besitzen die

identische Lange a = % und werden in gleicher Weise in negativer z-Richtung vom Strom I(#') durch-
flossen mit der Stromverteilung I, (z = +%,0,2") = I,(x = —%,0,2') = I cos (£2'). Sie unterscheiden

sich lediglich in ihrer Position auf der z-Achse, sodass die Quellpunktvektoren durch 7 o= +oeL+2'e,
mit 2z’ € [~§; §] formuliert werden kénnen. Der Aufpunktvektor 7 = yé, liegt auf der y-Achse und

steht somit wiederum senkrecht zu beiden Quellvektoren. Folglich berechnet man fiir die erste Antenne

(SIS
(SIS

- e_jkly‘ T yé e_jk‘yl yé‘ T
g, = kS [ 1 (f ’)d’*xy——'kfx/ (f ’)d’
Hy(7) J 4y Lycos(—2')dz'e; " Jklo— — ME cos (—2' ) dz
+e +e
Looe ke o NS 2m e N ) TN
= Mo [ (cﬁﬂ_; =I5y o (50 (5) —sin (-3)) &
H(y) = jl o1y €x

Wegen dr 2 = dz'e, ergibt sich fiir die zweite Antenne der gleiche Feldbeitrag H, (y) = H; (y) und die
gesamte von der Anordnung im Fernfeld hervorgerufene magnetische Feldstéarke lautet
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16 Leitungstheorie der Zweidrahtleitung
16.1 Ersatzschaltbild und Leitungsgleichungen der Zweidrahtleitung

Ausgehend von einer verlustbehafteten zweiadrigen Leitung ldsst sich fiir ein kurzes Leiterstiick der
Linge Az das Ersatzschaltbild nach Abbildung 16.1 verwenden. Hierin bezeichnen R’ und G’ den
Widerstands- bzw. Leitwertbelag sowie L’ und C” den Induktivitéts- bzw. Kapazitéitsbelag der Leitung,
also die auf die Lange bezogenen, sogenannten priméren Leitungsparameter der Zweidrahtleitung.

) — oo o
R'Az L'Az

U(z) Q"j G'Az C'Az |U(z+Az)

Az

Abbildung 16.1: Ersatzschaltbild eines Leiterstiickes der Linge Az einer zweiadrigen Leitung

Dieses Ersatzschaltbild besitzt Giiltigkeit, sofern fiir elektromagnetische Wellen, die sich entlang der
Leitung ausbreiten, eine dominierende TEM-Mode angenommen werden kann, d.h. dass keine bzw.
kaum Feldbeitrdge in Ausbreitungsrichtung bestehen. Dies ist dann der Fall, wenn der OHMsche Wi-
derstand gegeniiber den iibrigen Leitungsparametern vernachléassigbar klein ist, also hieriiber keine
Spannung abfillt. Wendet man auf obigen Vierpol nun den KIRCHHOFFschen Knoten- und Maschen-
satz an, so ergeben sich die folgenden Gleichungen

dI(z)

M: U(z) = Ug+UL+Ur=U(z+A2)+ LAz TJFI( 2 )R Az
A
K: I(z) = I(24+Az) = Ig+1c= U(z—l—Az)G'Az—f—C"Asz(z—it_Z)
aus denen jeweils der Differenzenquotient fiir Spannung und Strom gebildet wird
U(z+Az) —U(z) , ,dI(z ) , , d
= —RI(z)—L L'— I
Az RI(z) dt B+l ) 1)
I(z+Az) — I(2) , ,dU (z+Az) , ,d
s G'U(z+Az)-C i” G'+C iy U(z+Az)

Beim Ubergang von einem kurzen zu einem infinitesimal langen Leiterabschnitt der Linge dz iiber
Az — 0 erhélt man statt der Differenzenquotienten die Differentiale und damit ein System zweier
gekoppelter partieller Differentialgleichungen fiir Spannung U(z) ~ U(z+ Az) und Strom [(z). Eine
Transformation in den Frequenzbereich liefert fiir zeitharmonische Vorgénge

dUdiZ) _ (R/ +ij/) l(z) d{i(;) = — (G, —i—ij’) Q(z)

Durch erneutes Ableiten nach z und Einsetzen der jeweils anderen Gleichung lassen sich diese Bezie-
hungen voneinander entkoppeln und es folgt

207 (» .
T = ) T (R’+JwL)(G’+JwO’) U(2) =+°U(z)
27 (4 .

ddi(z) = —(G"+jwC) dlgi ) (G' +jwC") (R +jwL') I(z) = 7*1(2)

mit der als Ausbreitungsparameter bezeichneten Konstante v = \/ (R 4 jwL)(G" 4 jwC").
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Die Losungen dieser entkoppelten Differentialgleichungen lauten zunéchst allgemein

U(z)=U"e 7 + U e I(z)=1Te " 41 *

mit den noch unbekannten Integrationskonstanten U T und U™ bzw. I™ und I, welche die Ampli-
tuden von hin- und riicklaufender, d.h. sich in positiver oder negativer z-Richtung bewegender Welle
reprasentieren. Hierbei gilt

1 dU(z) ol

I(z) = — - _UTe " £ U eV
1z) R +jwl dz Fgen (U T
B G’—I—ij’ b o Q-Fe—’yz — U e*
- \/R’+ij’(Qe Ure?) = Zw
—_———
=

und stellt Zw den Wellenwiderstand der Leitung dar. Gegeniiber den primdren Leitungsparametern
R, G', ¢! und L' nennt man v und Zw auch die sekunddiren Leitungsparameter. Aus den Bedingungen
fiir Spannung und Strom am Eingang der Leitung bei z = 0

1
U0)=U,=U"+U" 10)=I,=— (U"-U")
Zw
bestimmen sich die gesuchten Konstanten U™ und U~ zu
+_ 1 -1
Ut = [+ 2wl U =5 [U. - zwl]

Betrachtet man ein Leiterstiick der Lange L, so ist weiterhin am Leitungsende bei z = L
1 1
UL)=U, = Ue 40U = |U, + ZwL]e " + S |[U, - Zwl]e"

U Zwl
= ‘?e <e7L+677L) — % (e'yL—e*VL> = U, cosh(yL) — ZwlI,sinh(yL)

1 1 1 1
=1 = p(wrert-rat) = oo (Gloemn]eor oo )er)

U I U
— __=e (e'YL_e*’YL> 4= (e’VL +e*'YL) = —=—=sinh(yL) + I, cosh(yL)
YA 2 Zw

und es ergibt sich ein lineares Gleichungssystem, welches in Matrixform geschrieben werden kann als
U,\ cosh(yL) —Zw sinh(yL)\ (U,
I, ) —ﬁ sinh(yL) cosh(vL) I,
bzw. das umgestellt lautet
U,\ [ cosh(yL)  Zwsinh(yL)\ (U,
I,) ﬁ sinh(yL)  cosh(vL) I,

Mithilfe dieser Relationen kénnen nun Spannung und Strom entlang des Leiterstiickes beschrieben und
z.B. die Impedanz am Eingang oder Abschluss der Leitung berechnet werden.
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16.2 Eingangsimpedanz und Reflexionsfaktor der verlustlosen Zweidrahtleitung

Aufbauend auf den Ergebnissen von Aufgabe 16.1 lassen sich die Eingangsimpedanz und der Refle-
xionsfaktor einer verlustlosen Zweidrahtleitung berechnen, die an ihrem Ende mit verschiedenen Ab-
schlusswidersténden versehen ist. Aus den Gleichungen fiir Spannung und Strom am Ein- und Ausgang
eines Leiterstiickes der Lange [ bestimmt sich zunéchst die Eingangsimpedanz der Leitung zu
7 Ue  cosh(y)U, + Zw sinh(y)), — U, + Zw tanh(y)1,
e — - . -
I, ﬁ sinh(y1)U, + cosh(y)I, ZQT?, tanh(yl) + I,

sowie die Ausgangs- bzw. Abschlussimpedanz analog als

7 Uy cosh(y))U, — Zwsinh(y))I, U, — Zw tanh(v0)1,

I~y sinh(y)U, + cosh(40) L, — L= tanh(yl) + L,

Driickt man die Eingangs- mithilfe der Abschlussimpedanz aus, wird hieraus schlieflich

U
, _ LT Zwtanh0l) 7, + Zy tanh(yl) _ 217 2w tanh(~1)
e - pum—
%ﬁ tanh(yl) +1 1+ £ tanh(yl) 1+ ZZ;V tanh(~!)

Gegeniiber der verlustbehafteten Leitung kénnen nun Widerstands- und Leitwertbelag vernachléssigt
werden und der Ausbreitungsparameter « ist rein imaginar

v = V(R 4 jwLl)(G" + jwC") R/:glzojva’C’:a—FjB mit a=0,8=wVvL'C!
wodurch sich die auftretenden Hyperbelfunktionen gemaf

eJ —e I8 Bl 4 o=l

sinh(yl) = 5 = jsin(BI) und cosh(yl) = 5
J

= cos(pl)

durch trigonometrische ausdriicken lassen. Fiir die sich entlang der Zweidrahtleitung ausbildende elek-
tromagnetische Welle kann nun noch der Reflexionsfaktor r(z) aus dem Verhéltnis von riicklaufender
zu hinlaufender Welle wie folgt definiert werden

U
U)=UTe " +U *=Ute* (1 + =¥ )

U+
—_——
=:ir(2)
Mit den zuvor bestimmten Konstanten lautet dieser also
_ Y g4
() = et = G peetns o o —Ree = Ze W G (et
=:r(0)

Formuliert man den Reflexionsfaktor tiber die Leitungsimpedanz Z(z), ergibt sich schlieflich die Form

u- z
2oy - UG Wemirer |, ATGReT ) 1)
S L) g UTer—UTe) T o e V1-7r(z)
Z(Z)—ZW Ze—ZW Za—ZW
- @ = Zoraw 0 W=z ge 0 'Oz 57,
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e Im Falle des an die Leitung angepassten, reflexionsfreien Abschlusses muss gelten

Ly — 4
T(l) ﬁ ' 0 = Za == ZW

d.h. es diirfen keine Reflexionen am Leitungsende auftreten, wozu diese mit einem Widerstand Z,
in der Grofe ihres Wellenwiderstandes abzuschliefsen ist. Folglich ist die Impedanz am Eingang

1+ 2% tan(Bl 1
Z. = 7. JZ (BY) z,= =Zw T + jtan(B1) — Zw
1+ jz2 tan(BI) V1 + jtan(B1)

und der Eingangs-Reflexionsfaktor entsprechend

Z ZW Ze ZW

r(0) = 75 2w

0

e Schlieltt man die Leitung an ihrem Ende kurz, also ist Z, = 0, so ergibt sich eine Eingangsimpe-

danz von Za +jZwt :
z, =%t 7 argl)) =0 2y tan(Bl)

und die beiden Reflexionsfaktoren zu

Zo— Zw _ jtan(8l) —1

0 p— p—
r(0) Ze+ Zw _ jtan(Bl) + 1
Za_ZW Za=0
) = ZaT AW Z=0
ri) Za + Zw

e Lisst man das Leitungsende hingegen offen (Z, — 00), folgt fiir die Eingangsimpedanz

14 ZW tan(Bl 7
Zo = 1z (81 = w__ = —jZw cot(Bl) = jZw tan <ﬁl - E)

im = =
Za—r00 7 +JZ tan(Bl)  jtan(Bl) 2
Die Reflexionsfaktoren am Eingang und Leitungsabschluss lauten demnach

Ze—Zw _ —jeot(Bl)—1 jtan(Bl—3) —1

0) = = =
r) Ze+Zw  —jeot(Bl)+1 jtan (Bl —F)+1
1- 7
) = 2 —
1"() Zo—r00 1+%

Hieraus wird ersichtlich, dass bei einer Zweidrahtleitung, die zur Dateniibertragung genutzt werden
soll, stets auf einen angepassten Leitungsabschluss zu achten ist, da es ansonsten zu unerwiinschten
Reflexionen und damit zu Storungen bzw. Informationsverfalschungen kommen kann.
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16.3 Reflexionsfaktor einer induktiv abgeschlossenen Zweidrahtleitung

Fiir eine Leitung mit Wellenwiderstand Zw = 50 €2, die von einem Generator mit einer harmonischen
Spannung der Frequenz f = 1 MHz gespeist wird und die mit der Induktivitat L = % uH abgeschlossen
ist, berechnet sich der Reflexionsfaktor am Leitungsende ganz analog zur vorangegangenen Aufgabe.

Bz

O W :

‘ [ |

Abbildung 16.2: Zweidrahtleitung mit induktivem Abschluss

Der Abschlusswiderstand betrdgt im vorliegenden Fall

50-1076 Vv
Zo = R+ jwL < jon L = jor- 106222~ Y5 _ 5050
27T As

Mit dem Ergebnis aus Aufgabe 16.2 folgt fiir den Reflexionsfaktor am Abschluss bei z = [

Zo— 7 Z2-1 j-1 (j—1)? .

r(l) = W = ZW J :(J.Q ) =j=¢2
Zat+Zw  H+1 I R

= Re{r()} = 0 , Im{r(D}=1

Betrag und Phase des komplexen Reflexionsfaktors sind also

abs {r(l)} = ‘ejg

=1 —arg{ }——

Dies entspricht dem Ergebnis einer offenen Zweidrahtleitung mit dem Unterschied, dass durch die
Induktivitat zusétzliche eine Phasenverschiebung um 90° hervorgerufen wird.
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16.4 Verlustlose Leitung mit Parallelwiderstand

Betrachtet wird die in Abbildung 16.3 dargestellte verlustlose Zweidrahtleitung. Diese besitzt die Linge
Il = 2,5m und den Wellenwiderstand Zw = 200 {2 und ist am Leitungsende mit einem Widerstand
von R, = 100 2 abgeschlossen sowie in ihrer Mitte mit dem Parallelwiderstand Rp = 100 €2 versehen.

© - IEE

N[~

Abbildung 16.3: Zweidrahtleitung mit mittig eingefiigtem Parallelwiderstand Rp

Uber die gegebene Ausbreitungsgeschwindigkeit von v, = 3- 108 5 bei f = 60 MHz Betriebsfrequenz
berechnet sich zunéchst der Ausbreitungsparameter + mithilfe der Bezichung vp = \/Ll’ic’ Wie in

Aufgabe 16.2 ist dieser bei verlustlosen Leitungen rein imaginir und es gilt

. ) w  2if 60-106 1 T
= t = L/C/: —_— = :2 _— =
y=if mit f=w w e 3105 m 2,5

Zur Ermittlung der Eingangsimpedanz am Leitungsanfang wird nun in einem ersten Schritt die Im-
pedanz Z! der hinteren Leitungshélfte an der Stelle des Parallelwiderstandes bestimmt, d.h. der Ab-
schlusswiderstand R, vom Leitungsende in die Mitte transformiert:

g _ g LHiRtan(8y) o TR (Zw>2_ 2 _ 400 0
e R, l a 1 Ry~ TR o T
1+J Lla tan (ﬁi) tan(g) +JZ\; Ra Ra

Der Ersatzwiderstand in der Mitte der Leitung betrdgt somit R, = Rp || Z., = 80  und stellt den
Abschlusswiderstand der vorderen Leitungshélfte dar. Dieser wird im néchsten Schritt schlieflich an
den Anfang transformiert, um die gesuchte Eingangsimpedanz zu erhalten. Man berechnet analog

< 7 l IEALA
Zo = ) tan (B3) - () R =R, (Zw>2= A _ 5000
T )ty R TR TS

Fiir den Fall ohne Parallelwiderstand hingegen lésst sich der Abschlusswiderstand R, ohne weiteren
Zwischenschritt iiber die gesamte Leitungslange [ an den Anfang transformieren. Es ist dann

1+] ZWtan l 1+4+] ZWtann
Ze = R, T (B):R Tr ():Ra:IOOQ
l—i—JZ”*tan(ﬂl) 1—|—JZ“tan(7r) I
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16.5 Wellenwiderstand einer verlustlosen Zweidrahtleitung

Eine Zweidrahtleitung bestehe aus zwei parallelen, ideal leitenden Drahten vom Radius R im gegenseiti-
gen Abstand a = €™ R, welche in Richtung der z-Achse verlaufen (Abbildung 16.4). Fiir die Berechnung
des Wellenwiderstandes Zyw dieser Anordnung gilt im Falle verlustloser Leiter mit ' = G’ =0

R —I—JwL’ R'=G'= L
Zw =
G+ jwC’ [ed

Es miissen also zunéchst der Induktivitidtsbelag L' und Kapazititsbelag C’ bestimmt werden, deren
Definitionsgleichung sich bei der Herleitung der Telegraphengleichungen ergibt. Man betrachtet daher
allgemein eine TEM-Welle mit harmonischer Zeitabhéngigkeit, die sich entlang der Leitung fortbewegt
und deren Feldkomponenten in Ausbreitungsrichtung verschwinden.

Abbildung 16.4: Querschnitt der Zweidrahtleitung aus parallelen Drahten mit Radius R im Ab-
stand a

Die Rotation des elektrischen und magnetischen Feldes vereinfacht sich somit und es lasst sich schreiben

5 S 9 Gl em OE 0E, OE
o = g 5 &= et xe*y+<y— f’f)g
E, E, 0 0z 0z ox dy
- R bS] . . a;’
N (rotﬂ) X €, = 3 [EI% +E,é| = 5
~ 0H
analog: (rot H ) X €, = —
0z

Da innerhalb eines Querschnittes der Leitung z = const. ist und damit auch die Ableitungen nach z
zu Null werden, folgt wegen

— aE 8E — —
rot B = (y— x)é’z — (rotE) €y = (rotE) €y =0

Ox oy

die Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes in allen Transversalebenen und man kann dieses durch den
Gradienten des Skalarpotentials ® iiber den Ansatz

E(z,y,2) = —grad ®(z,y) - 9(2)

ausdriicken. Die Variation des Feldes in Ausbreitungsrichtung wird dabei mit der zusétzlichen Funktion
g(z) in Form eines Produktansatzes beriicksichtigt. In das GAusssche Gesetz divD = gy = 0 der
MAXWELL-Gleichungen eingesetzt, erhélt man

div E = — div (grad @(x,y)) -g(z=const.) =0 = A®(z,y) =0

=0 P (z,y)
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Das Skalarpotential innerhalb der Transversalebene lésst sich somit {iber die obige LAPLACE-Gleichung
bestimmen. Aus dem Induktions- und dem Durchflutungsgesetz folgt weiterhin

X €y

. . L . oF .
rot E+jwuH = 0 — (rotE) xé’z—i—jwuﬂxé’zzaffﬂ%wuﬂxéz:o
z

. . > . . oH .
rot B —jweE = 0 X% (rotﬂ)xéz—jweﬂxézza—*—jwsﬁx@:O
z

Ein erneutes Bilden des Kreuzproduktes mit €, und Anwenden der bac-cab-Regel liefert

OE . OE . OE .
0 = & x| +jwud x &, zgzx;+jwugzx(ﬂxgz)zézx;+jwuﬂ
0z 0z 0z
. 1 |. OE 1 [, o 1 [ dg(z
= _jiw,u €, X —8; = jiwu [ez X £<grad @(m,y)g(z))] = J‘TJM [ez x grad ®(z, y) %(z)

Damit sind also Ausdriicke fiir das elektrische Feld zwischen den bzw. das magnetische Feld um die
Leiter gefunden und kénnen die Beziehungen von Spannung und Strom der Zweidrahtleitung aufgestellt
werden. Die Leiterspannung bestimmt sich aus dem Linienintegral des elektrischen Feldes entlang des
Weges C' von einer Leiteroberfliche zur anderen, wie Abbildung 16.5 illustriert.

,/
\
\
}E
e
8‘

Abbildung 16.5: Festlegung der Potentiale und Wahl der Integrationswege
Man formt das Induktionsgesetz nach Integration entsprechend weiter um und erhélt

) o N I SN L U g(2) L
/((92 —I-querz) dr—az/Edrﬂwu/(erz) dT_E—i_ 95 /gmd(l)dr_o
C C c C

——
=U

Die Relation des Stromes, der sich {iber das Wegintegral des magnetischen Feldes entlang der Berandung
0A eines Leiters geméf

I:yﬁfldf:_l &, x grad 8293 g = 99(2) 1.
jwi 0z 0z jwi
0A 0A

ermitteln lasst, stellt man nach der Ableitung 898—(;) um und setzt diese in die vorige Gleichung ein. Mit

515(52 x grad @) d7
0A

dg(2) jwp

= -1
0z P4 (€ x grad @) di —

fiihrt dies auf die erste Telegraphengleichung

rad ®dr’
= tiwp Jos -
0z P4 (€2 x grad @) dr

=L

I=0

in dem L’ als der Induktivitatsbelag definiert ist.
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Analog verfahrt man mit dem Durchflutungsgesetz zur Herleitung der zweiten Telegraphengleichung

OH . = .\ .. 0 [ . . N : L
95 <82—stE X ez> dr = p %Hdr —Jweyg <E X ez> dr = &+g(z)st§£(grad¢ X €,)dr =0
0A O0A 0A 0A

=1
wobel mit I
U= [ Edi = — d dd7 -2
U / 7 g(Z)/gra T = 9(2) T erad b7
C C

schlieflich folgt

oL . $y, (€ x grad ®)dr
9= U=0
0z twe Jograd®di

=:C’

und in dem C’ den Kapazitatsbelag der Leitung bezeichnet. Fiir die Bestimmung des Potentials der
konkreten Leiteranordnung ist die Nutzung von Zylinderkoordinaten sinnvoll, sodass sich die LAPLACE-

Gleichung geméfs
10 0P 1 0°® 0%d
A (I)(,Q) ( (Q)> (Q) (Q)

== Sl =0
000 0o +92 0p? * 022

=0

formuliert. Durch Integration erhélt man hieraus

18<Q6<I>(g)> o

090 \" 9o

0 0P(p) B

AG R [ ae-re
00(0) _ 1 /
0o 0 ‘ de
P(o) = Cilnp+Cy

Die Konstanten werden aus den Randbedingungen des Potentials auf der Oberflache der beiden Leiter
bei o = R und ¢ = a— R bestimmt, wobei eines der Potentiale als Bezugspotential mit ® = 0 definiert
und das andere mit ® = U festgelegt wird. Es ist demnach

®[R)=0 = C;mR+Cy, —  Cy=-CiInR
P(a—R)=U = Ciln(a—R)+Cy=0C4 [ln(a—R) — lnR} =Ciln (CL_RR>

U UlnR
= 01:% 02:_7T
In ( RR) In ( RR)

und das Potential zwischen beiden Leitern lautet

¥(e) = U —p = U
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Dementsprechend berechnet man dessen Gradienten und die gesuchten Ausdriicke zu

02(0) . | 10%2(0), | 9%(0) . _ 0%()

grad ®(p) = B0 €o + 0 Oy €p 5, B0 €o
=0
U 0 0\ - U gg
gra (Q) In (a;%R) ag n(R) €o ln(a}R) 0
o v 7l U R
/grad O(p)di” = / grad ®(p)doe, = - (;—R) / ?‘Q = (;—R) In (aR ) =U
C R B R R
2 2
) R . u 7 ol
515 (ez x grad @(g))dr = / (ez x grad @(R))Rdgo% = n(“_R) /dap - (a_R)
9A 0 B 79 R

womit fiir den Induktivitits- und Kapazitiatsbelag folgt

oo Jograd®di® U In(%FE)
~ Mg (6 xgrad®) i M2 T T o
In(27")
. . 2nU
o EgﬁaA(ezxgrad?)dr :Eln(a}R) . 27
Jo grad ®dr u In (%)

Der Wellenwiderstand der Leitung betrégt also

1
In( &= 2 .
g L _|p (27]?> _ ﬁln(aRR) Reo [pn(§) a—err [pIn(e™) 1 [p
W c _2m Ve on - e 2m - e 2 2\ e

e—=0
n(*%")
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16.6 Wellenwiderstand einer verlustlosen Koaxialleitung

Fiir die mit Luft (Permeabilitit pg, Permittivitit eg) gefiillte, verlustlose Koaxialleitung, deren Kapa-
zitatsbelag mit C' = 500 pF bekannt ist, wird eine Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen von

1 —=E&Er— 1
=t —c=3.108 =

\ HOMrEQET B v/ HOED S

angenommen. Aufgrund der als ideal leitfihig angesehenen Leitermaterialien gilt wegen R’ = G’ = 0
fiir den Ausbreitungsparameter

Ve =

v =R +wl) (G +jwC) TE VIO =8 mit  f=wVIC = -
P

Uber die Bezichung zur Ausbreitungsgeschwindigkeit bestimmt sich zunéchst der Induktivitéitsbelag

1 1 1076 Vs uH
RN 57 A 20T 5 Am

womit man nun den Wellenwiderstand zu

R +jwl" r= G'= /L’ /9 \Y
Z — 104 — =609
A Ve jwC’ 25 A
berechnet. Mit einem verlustfreien Dielektrikum der Dielektrizitatszahl e, = 4 anstelle von Luft ver-
ringert sich die Ausbreitungsgeschwindigkeit auf

/ ! 5100 =
S

© VH0E0E: /a2

und es ergibt sich ein gednderter Kapazititsbelag C™* des Koaxialkabels von

1 2 109 As 2 nF

1 /%

/o - = =
= oor 9 T werTo Vm 9 m

Somit betragt der Wellenwiderstand in diesem Fall

ZW = C/*
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A Formelsammlung

Koordinatensysteme und Koordinatentransformation

Eine Ubersicht der Orts- und Basisvektoren, der metrischen Faktoren sowie der Weg-, Flichen- und
Volumenelemente in kartesischen, Zylinder- und Kugelkoordinaten findet sich auf Seite 115.

Eine Darstellung der Basisvektoren des Zylinder- oder Kugelkoordinatensystems durch die kartesischen
Basisvektoren ist mit den Transformationsmatrizen T} bzw. T} moglich. Die Riicktransformation
erfolgt dann jeweils durch Anwendung der inversen Matrix:

cosp singp 0 €o ex

T = | —sing cosp 0 e, | =T | &
0 0 1 e, e,

cospsind  singsind  cosv €y €y

Ty = [ cospcos? sinpcos?d —sind ey | =T | €
—sinp COos 0 é}p e,

Differentialoperatoren und wichtige Identitidten
Schreibweise der Vektordifferentialoperatoren Gradient, Divergenz, Rotation und LAPLACE mithilfe

- T -
des Nabla-Operators V = % = (8% 8% %) . Es ist ®(7) ein Skalarfeld und F'(7) ein Vektorfeld.

—

O(F) = grad®(7) V- -F(f) =divF(?) VxFF) =r0tF(F) V- -V&(F)=Ad(7)

Eine explizite Darstellung der Vektordifferentialoperatoren in kartesischen, Zylinder- und Kugelkoor-
dinaten findet sich in der Tabelle auf Seite 115.

Seien c¢ eine skalare Konstante, ® bzw. ®; Skalarfelder und F bzw. F; Vektorfelder (i = 1,2). Dann gilt

grad(c®) = cgrad ¢ div <cﬁ> = cdivF
grad(®; + ®5) = grad &, + grad &, div <F1 i F2> — div F, + div F,
grad(®; - By) = O grad &1 + @, grad &, div ( ) grad @ - F + @ div F
div <F1 x F. ) rot F1 ﬁl rot ﬁg

= crotﬁ

rot (ﬁ + _‘2) = rot ﬁl + rot FQ

rot (PF) = grad@xﬁ—l—@rotﬁ
rot (ﬁ X _'2 = (ﬁzﬁ) ﬁl — (ﬁlﬁ) ﬁg + ﬁl (le ﬁg) — ﬁg (le ﬁl)
div (grad ®) = A P div (rot ﬁ) =0
rot (rot ﬁ) = grad (div F) ~AF rot (grad ®) = 0

Bei Anwendung der Vektordifferentialoperatoren auf den Ortsvektor 7= (z y z)T mit |7] = r gilt

— —

1 "
gradf:—i3 divir=3 le%ZO rot 7 =10
r r r

<13y

gradr =



Koordinatensystem

kartesisch

zylindersymmetrisch

kugelsymmetrisch

Koordinaten wu;

& Y

e ¥ ?

T ) ©

Ortsvektor 7

€y + yey + €,

0 COs P€y, + psin pe, + ze,

7 cos @ sin Y€, + rsin @ sin¥é, + r cos Je,

Metrische Faktoren

b or hy=1 hy=1 h,=1 he=1 hyo=0 h,=1 hr=1 hy =1 hy = rsind
" Oy

Basisvektoren

. l1or € €y €, € €y €, € €y €y

“ T i 0u;

Wegelement

dr = Zduihia

dze, + dyey, + dze,

do€, + odpe, + dze,

dre;, + rddey + rsinddype,

Flichenelemente dA, = dydzé, dA, = pdepdzé, dA, = r2sin9dedde,
dA; = ¢, H dujh; df:l:y = dadzéy d%}p = dodzé, d/gg = rsin 9dedrey
i dA, = dzdye, dA, = odedoe, dA, = rdddre,
Volumenelement
dv = H h;du; dxdydz odpdodz r2 sin ¥9drdpdd
Gradient ob_, 00, 09 ob_, 100, 09 o0d_, 109 1 09
erad &(F) = Vo) | ar Ty T 3% | 90T b T 92 Tt rsmo 09
Divergenz OF, N OF, N OF. 10(oFy) 21 10F, OF;, 1 9(r°F;) N 1 O(sinvFy) 1 0F,
div F(7) = V- F(F) Ox oy 0z o 0o g 890 0z r2  Or rsing  0v rsind Oy
Rotation OF, O0F, 10F, 1 6(sin VF,) OFy\ .
rot F(7) = ¥ x F(7) <ay az>e <93s0 ) B aso>e’
OF, OF, OF, . 8F 1 d(rF,)
9z  Ox + ( 9z 9o ) “ <Ts1n19 8(,0 r Or

N OF, OF;
Or Oy

1 0(0Fy) 13Fg> .
+ - - z
(9 do 0 9p ‘

1 d(rky) OF;
7“ or oY €

LAPLACE-Operator
A D(T)

0*® N 9*® N 0*®
ox2 = Oy? 022

19 ( 92 N 82<I>+82<I>
000 Q(?,Q 02002 " 922

r2 Or or r2sin 9 0UY o

1a<2a@>+ 1 a( 198<I>>+ 1 0°9
-7 |\ ———— 7= | sin -5 -7 5
r2 sin? ¥ Op?

Tabelle A.1

DNATNNVSTINYOA V

GIT
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Integralsatz von Gaull und Stokes
Fiir ein Vektorfeld F gilt der GAUSSsche bzw. STOKESsche Integralsatz wie folgt

GAUSS ///divﬁdv = #ﬁdﬁf
oV

V
STOKES //rot FdA = %Fd?
A A

Hierin ist V ein beliebig wihlbares Volumen und 9V dessen Oberfliche sowie A eine beliebig wihlbare
Flache und 0A deren Rand.

Haufig verwendete Integrale

1 dx T
/ Vit a2t Vit ta? / Vit a2t a?Va? +a?
/ oz In (:c + Va2 + a2) / _ ! arctan (E)
ViZ+ a2 22 +a2  a a
21 21
/é’gdgo = /(cos €, + sin pey) dp = 0 / sin¥dd = 2
0 0 0

Maxwell-Gleichungen, Materialgleichungen und Kontinuitatsgleichung

Die MAXWELL-Gleichungen lauten in Differential- bzw. Integralform

divD = oy #ﬁdjz///gvdvzcg

div B = 0 # BdA =0
dB OB
tE=—— Ed7 “——dA
ro ot 75 / ot
D
rot H = J+8at %Hdr—//JdA—i—//dA
Materialgleichungen
5:€oﬁ+ﬁ:505rﬁ gzug(ﬁ—kM)zwmﬁ j:nE
Kontinuitatsgleichung
s> - 0
///leJdV—l— ///QVdV #JdA+ EQ =0
5
Stetigkeitsbedingungen der Felder an Grenzflichen
Dy — DY = or H2 Hl Jr
Ey— E} =0 BY — BM =0

Hierbei bezeichnen die Indizes n und t die Normal- bzw. Tangentialkomponente. Es ist gr die Flachen-
ladungsdichte und Jr die Flachenstromdichte innerhalb der Grenzschicht.
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Elektrostatik

CouLoMB-Kraft der Punktladung @’ bzw. der Ladungsverteilung oy (7) auf @ (mit Beobachtungs-
punkt ¥ und Quellpunkt )

5o QQ (F—7) _ Y
F(r) = dre |7 — 7|3 4) 47[5///0\/ 7 f’\3dv

Elektrostatisches Potential einer Ladungsverteilung oy (7), POISSON—Glelchung des Skalarpotentials
und Zusammenhang zwischen Potential und elektrostatischem Feld

0= 1 [l Fv nam = -2 B(7) = - grad o(7)

7 — 7 €

Definition der elektrischen Spannung

Uar = 0(7) - 8(73) = - [ B

Kraft und Kraftdichte einer Ladung @) bzw. Ladungsverteilung oy im elektrostatischen Feld

Fu(7) = QE(F) = — grad W fo(F) = ov(ME(7) = — grad we
Elektrostatische Energie und Energiedichte sowie Arbeit
We() = Q&(7) we(F) = ov(r)®(7) AW = Q[®(72) — ()] = QUa

Potential und elektrisches Feld eines Dipols mit Dipolmoment p = qa

)= Bo) =g s - £

47te rd r3

Potential von N Dipolen p; am Ort 7

1 & 57— 7)) 1
P _ = PN ) d [ ———
A R = ijgm (vm)

Potential und gesamtes Dipolmoment einer kontinuierlichen Dipoldichte ()

m T — 7’
- MW =) gy #)dv’
®0) = 1 // |7~ — 73 // m(r

Kraft, Drehmoment und potentielle Energie eines Dipols im elektrostatischen Feld
ﬁD = grad (ﬁE) MD = ﬁX E WD(F) = —ﬁE
Durch ein elektrisches Feld E influenzierte Flichenladungsdichte (Fliche mit Normalenvektor 77)

0P
oF = eEfl = —¢ grad &7 = —5?
Abstand d' zum Kugelmittelpunkt und Grofe ¢ der Spiegelladung bei Spiegelung der Ladung @ am
Ort d an einer leitenden Kugel vom Radius R
R2

R
T — —()—
= ¢=-Q3

Kapazitét eines Kondensators mit Ladung @ und Potentialdifferenz U = A® zwischen den Elektroden
sowie die im Dielektikum der Permittivitat € = gpe; gespeicherte elektrostatische Energie

G e e e
C = i We = ﬂu}edV—2 EDdV—2 E°dV
\%4 \%4 14
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Elektrisches Stromungsfeld

Definition der Stromdichte J einer Raumladung der Ladungsdichte gy mit Geschwindigkeit ¢’ bzw. als
Strom [ in einem Leiter der Querschnittsfliche A. Nach dem OHMschen Gesetz wird die Stromdichte
iiber die Leitfahigkeit x mit dem elektrischen Feld E verkniipft

j:Q\/U:KE I://fd/_f
A

Kontinuitatsgleichung (Gesetz von der Erhaltung der Ladung). Das stationire Stromungsfeld ist quell-
frei mit 39" = 0 und es folgt der KIRCHHOFFsche Knotensatz

@J>_%g cmfzozﬁf#ﬁﬂzo
oV

OnMscher Widerstand eines diinnen Leiters mit Lénge [, Querschnittsfliche A und Leitfahigkeit
sowie Verlustleistungsdichte und im Leiter umgesetzte Verlustleistung (JOULEsches Gesetz)

1 L.
R=-— py=—J>=EJ Py =RI>?=UI
KA K

Magnetostatik

Zusammenhang zwischen magnetischer Flussdichte Bund magnetischem Vektorpotential A sowie Cou-
LOMB- und LORENZ-Eichung des Vektorpotentials

. . . . (7
B(7) = rot A(7) div A(7) = 0 div A(7) + ep? 8&” =0
Poisson-Gleichung des Vektorpotentials und ihre allgemeine Lésung
v = T M I 55
NAF) = — Alr) = — dV' = — d
(7) = T (7) =1 [ e = &
%

Von der Stromdichte J hervorgerufenes magnetisches Feld H sowie speziell fiir einen sehr langen, in
z-Richtung ausgedehnten und den Strom [ fithrenden Linienleiter im axialen Abstand p

§I§H dr—// 2mpH (o) =1

BI0T-SAVART-Gesetz zur Berechnung des Magnetfeldes H (7), das vom Strom I bzw. der Stromdichte
J innerhalb einer durch den Quellpunktvektor 7 beschriebenen Leiteranordnung hervorgerufenen wird

o LR [ I(@)dF X (F—7)
= — d = —
47[///J(T) “FopdV 47r§£ G
1% C

Magnetischer Fluss durch eine Fldche A sowie in einer Leiterschleife induzierte Spannung

o, = // BdA Uing = 55 Edi = aq)“
A

Magnetische Energie Wy, und Energiedichte wy,

sz///wmdvzl// Flédvzl// /deV:l///BQdV
5 2 2
1% 1% \%4 174
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Definition der Gegeninduktivitdt und Berechnung fiir eine Leiteranordnung mit den Quellpunktvekto-
ren 7 /2 nach der NEUMANNschen Formel

@21 1% dT_"lldT_'lQ
2T A 4nc¢c¢ 7% — 7]
2 L1

(Selbst)Induktivitdt einer vom Strom I durchflossenen Leiteranordnung sowie im Feld gespeicherte
magnetische Energie

Bow 1 [ o U e T [ 1,
C \% C

Magneto-Quasistatik

~

Diffusionsgleichung des magnetischen Vektorpotentials in allgemeiner und komplexwertiger Formulie-
rung (gilt analog fiir die Feldgrofen E, J, H und B) mit der Diffusionskonstante o := \/jwur = %

DA(F) S - : Tl R et
p AA(F) = jwps A(F)  mit  A(F) = A(F)e]

—a?

N A7) = pr

Allgemeine Losung der eindimensionalen Diffusionsgleichung fiir spezielle Problemstellungen mit den
aus Nebenbedingungen zu bestimmenden Integrationskonstanten Cp,Co € C

2
kartesisch (k = 0) 8(;419 =0 A(z) = Crz + Cy
. 82A($) 2 .
kartesisch (k # 0) 92 —a“A(z) =0 A(z) = Cy sinh(ax) + C cosh(ax)
x
2
zylindersymmetrisch 8614(;_)) + 1812(@) —a?A(p) =0 A(o) = Cilp(ap) + CaKo(ap)
1% o 0o

Im zylindersymmetrischen Fall sind Iy und Ky die modifizierten BESSEL-Funktionen nullter Ordnung.
Fiir diese gelten folgende Beziehungen

It
808(59) = ali(ao) Io(0) = 1 L(0)=0 Vn=1  lim I(¢)=co Vn
0Ko(ap) . _ : -

90 —aKi(ap) il_rf(l) Kn(0) =00 Vn glggo Kn(0) =0 Vn

Definition der charakteristischen Lange (auch als Eindringtiefe bzw. Skin-Tiefe bezeichnet)

s— . 2
WK
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Beliebig veranderliche Felder, Erhaltungssatze

Definition der lokalen Leistungsflussdichte bzw. des POYNTING-Vektors

— —

S - 1 - %
S=ExH bzw. im Komplexen S = §E x H

PoyNTiINGscher Satz in Differential- und Integralform sowie in komplexer Formulierung

. =~ - = a 8 — = 1 —
divs = —EJ—§<we+wm)_ EJ—6< ED+2HB>
SdA = —///EJdV—/// we+wm dV
oV
divs = —fEJ — 2w [4}13 —ED} —(pv) — 2jw((wm) — (we))

SdA = ///deV—sz/// W) — (we))dV

Definition des MAXWELLschen Spannungstensors (Einheitsmatrix 1, dyadisches Produkt a o b=ab’ )

Tze[EoE—2]lE2] + = [303_2132]

I

Kraftdichte und Gesamtkraft auf eine Ladungsverteilung

7L 0 = = - 0 =
f—leT—EuaS F—#TdA—at///euSdV
ov 1%

Elektromagnetische Wellen

Inhomogene Wellengleichung fiir das elektrische und das magnetische Feld

q 02E ov oJ
AB—epy = mad (%) —ng
02 H

A H = —rotJ

AT

Phasengeschwindigkeit und Wellenwiderstand ebener Wellen in einem Medium mit Brechungsindex n

1 c o 1 1
vp 5 on W \/; s VP mi c Zolio und n = /ety
Definition der Wellenzahl bzw. des Wellenzahlvektors
- w nw 27
kj = k = —= — = —
[k vp c A

Zusammenhang zwischen Ausbreitungsgeschwindigkeit, Wellenlénge und Frequenz bzw. Periodendauer

. 1 w
vp=Af mit f= 7= 9
Beziehung zwischen elektrischem und magnetischem Feld sowie dem Wellenzahlvektor
D I .
B == (FxE) i = (& x E) E =5 (B xF)=2w (i x &)
w Zw
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Darstellung eines Wellenpaketes als gewichtete Uberlagerung von Teilwellen unterschiedlicher Wellen-
zahlvektoren mit beliebiger Wichtungsfunktion W (k)

/ W wt kT)dk,

Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpaketes, dessen Wichtungsfunktion um eine bestimmte Wellen-

zahl kg herum verteilt ist

dw(k)
dk

vg =

k=ko
Reflexion und Brechung

Reflexionsgesetz und (SNELLIUSsches) Brechungsgesetz einer unter dem Winkel ¢; auf eine Grenzflache

auftreffenden Welle
n9 ]{?2 sin 191
01 = Oy 22

ni - k1 a sin 192
Reflexions- und Transmissionskoeffizient bei senkrechter sowie bei paralleler Polarisation (FRESNELsche
Beziehungen)

Zo cost — Z1 cos Vg 279 cos ¥y

t, = =1
Zo cost + Z1 cosdy + Zo cos¥ + Z1 cos Vg T

T =

Zo cos ¥y — Z1 cosy 279 cos ¥y cos U1

"1™ Zs cos vz + 1 cos I Zycos s+ Zycosdy — cos v (1+m)

Erzeugung elektromagnetischer Felder

Retardiertes Skalar- und Vektorpotential

1 1 |7 — 7|

o(rt) = — e — 7ot — dv’

(71) 47'[8// \F—F’]Qv (T’ Ve

v

1= H 1 7 = |7 — 7| /
A(ryt) = -— J t— dv

(752) 471// 7 — 7] (T’ Ve

\%
Retardiertes Vektorpotential bei harmonischer Zeitabhangigkeit

e—IklT= 7’| 4 v
H) 47t // \r — J(7)

Nahfeld- und Fernfeld-Naherung bei Betrachtung eines rdumlich begrenzten Quellgebietes der Ausdeh-
nung d am Beobachtungspunkt im Abstand r = |7

k|77 1 fir d<r< X (Nahfeld)
e ~ .
e fiir d< A< r (Fernfeld)

Direktivitdat (Richtcharakteristik) einer Antenne, d.h. Normierung der mittleren rdumlichen Energie-
flussdichte S, auf die Abstrahlung eines isotropen Strahlers dquivalenter Abstrahlleistung (P,)

D, ) = F0:2) wit (P = b ($)ad 80,0 = |re {3}

4mr2

AKugel

Magnetische Feldstédrke im Fernfeld einer Linearantenne mit Stromverteilung I(7)

. L ik . S
H) =28 /I(F’) exp (ﬂqu) 47 x ;
C

4t r
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Wellenleiter und Leitungstheorie

Darstellung der transversalen durch die axialen elektrischen und magnetischen Feldkomponenten in-
nerhalb eines in z-Richtung verlaufenden Rechteckhohlleiters, wobei v = \/w?ue — k2 die Hohlleiter-
Wellenzahl ist

_ ] [,9E: OH, i [,0E.  OH.
E, 2 [ 9 +wi Oy] E, = 22 [k 3y Wi
_ i [,0H, ~ OF. i [,0H, OE,
H, = " [k: o we ay] H, = 2 [k 3y + we 9

Ausbreitung von Spannung und Strom innerhalb einer verlustlosen Zweidrahtleitung mit Induktivi-

titsbelag L' und Kapazititsbelag C’ (Telegraphengleichungen), wobei gilt L'C’' = ey = -

p)
Up

aQ(Z) . / o 8l(2) : ! —
0. +jwLl'I(z) =0 5, +jwC'U(z) =0

Telegraphengleichungen einer verlustbehafteten Zweidrahtleitung mit zusétzlichem Widerstandsbelag
R’ und Leitwertbelag G’ (R', G', L' und C’" werden als primére Leitungsparameter bezeichnet)

oU(z)
0z

0I(z)
0z

+ (R +jwL’) I(z) =0

+ (G +jwC U(z) =0

Entkoppelte Telegraphengleichungen der verlustbehafteten Zweidrahtleitung

2U(z

88UZ§) = (R +jwl) (G'+jwC") U(z) = v*U(z)
21(»

8612(2 ) — (R/ —|—ij/) (G/ +ij’) I(z) = 721(2)

Definition von Wellenwiderstand Zy;; und Ausbreitungsparameter «y (sekundére Leitungsparameter)

R +jwL’ | R+ jwLl/ - .
7o = _ _ / I / ’
=W ~y G’ + jwC’ Y \/(R + Jw )(G +JWC)

Definition von Induktivititsbelag L' und Kapazitiatsbelag C {iber das Skalarpotential ® zwischen den
Leitern der Zweidrahtleitung, welches sich aus der LAPLACE-Gleichung A ® = 0 bestimmen l&sst

L=y Jo grad @d7 o _ o (€ x grad @) d7
P4 (€2 x grad @) d7 Jo grad @d7

Bezichungen zwischen Spannung und Strom am Eingang bzw. Abschluss einer Leitung der Lénge [

()= (2 “2) )

Impedanztransformation der Abschlussimpedanz Z, an den Eingang eines Leiterstiickes

1+ ZZ—V: tanh(~()

14 ZZ\; tanh(~1)

[¢]

Definition des Reflexionsfaktors an einer Stelle z der Zweidrahtleitung

r(z2) = Lo =W e 2(2) = Zw

" Ze+ Zw Z(2) + Zw
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