1 Aufgaben zum Spannungstensor

Zur Herleitung der auf eine Ladungsverteilung der Ladungsdichte gy ausgeiibten Kraft wird zunéchst
die im Volumenelement dV eingeschlossene Ladung betrachtet, auf die innerhalb eines Feldes (E , é)
der differentielle Kraftbeitrag

dF = gydV(E + 7 x B) (1)

wirkt. Die Gesamtkraft ergibt sich durch Integration {iber die Ladungsverteilung im Volumen V'
// dV /// fdv (2)

wobei die Kraftdichte f unter Nutzung der MAXWELLschen Gleichungen

divD = oy (3) divB = 0 (5)
_ 0B - - 0D
rot B = 5 (4) rot H = J+ wr (6)

weiter umgeformt werden kann. Es ist

f = ovE+Jx x B Ediv D—l—(rotH—at)XB (7)
L N = o/~ N =~ 0B L
> EdivD+(rotH)><B— a(DxB)—DxE —i—HdiirOB (8)
4 0
A FdivD - BxrotH + HdivB — DxrotE—a—(DxB) 9)

Da der zusitzliche Term H div B Null ist, lasst er sich hier ohne Weiteres zur Gleichung addleren
Dies hat den Vorteil, dass nach Umordnung und Zusammenfassung ahnhche Ausdriicke fiir £ und B
entstehen. Anwendung der Materialgleichungen D=c¢E und B = ,uH liefert

LBaiv B~ B xrouB| ~ =3 (£ x B) (10)

fze{ﬁdivﬁ—ﬁxrotﬁ] +
I

Mithilfe der Identitat
grad (ff E) = Axrot B+ B xrot A+ (ffgrad) B+ <§grad) A (11)

kénnen nun die beiden Kreuzproduktterme mit der Rotation ersetzt werden durch

grad (E . E) 2F X rot E 4 2 (E grad) E (12)
. . . L1 , .
= —E xrotE = (E grad) E - 5 grad <E2) (analog fiir B) (13)

sodass fur die Kraftdichte folgt

. L L L1 2] 1= = /4 L] . L
f=e¢ [E div E+<Egrad> E—§grad E2}+ [B div B+ (B grad) B—§grad BQ]—&?; (E X B) (14)
i



Definiert man weiterhin den MAXWELLschen Spannungstensor geméf

1 1 1 1 =
T = (Ty; T, =¢|FE;E;, — -8 E*| + = |B;B; — =’ B> it & = 1
(Tij) J 5[ J 251 ] + " [ J 251 } mit o {0 i (15)
so gilt fiir die j-te Komponente der Divergenz div'T (j € {1,2,3})
T, [ [0E; OE, OB, dB;1| €0E®> 1 9B’
divT);, = Y — E;+E; Bj+B; —_— 16
(div'T), Z Ox; Zz:{ [ﬁml + 8x1]+ [8332 + aazz]} 20x; 2p amj (16)

L 1 1 L 1
_ . [Ej div B+ (E grad) E; - 5 erad, EQ] + [Bj div B+ (Bgrad) B;~ 5 erad, 32}17)
und Gleichung 14 kann ausgedriickt werden als
f—divT—€g<Ex§)—diVT—a Q(Exﬁ) (18)
N ot N ot
=S

mit dem POYNTING-Vektor S. Bei der Bildung des Volumenintegrals zur Berechnung der Gesamtkraft
entfallt schlieflich die Divergenz durch Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes und man erhélt

:/V/ de:gégTdﬁ—sugt/v/ Sav (19)

Letztlich lasst sich Gleichung 15 mithilfe der Einheitsmatrix 1 und des dyadischen Produktes Gob = @b’
noch in etwas vereinfachter Notation schreiben, womit die Definition des Spannungstensors die Form

;111?2] (20)

I 1= -
T:g[EoE—2]1E2]—|—[BoB—

I

annimmt.



Aufgabe 1

Bei der Berechnung der Kraft zwischen zwei Kondensatorplatten (Flache A, Flichenladungsdichte o)
handelt es sich um ein rein elektrostatisches Problem, weshalb die magnetische Feldstarke H =0 ist
und demzufolge auch kein Beitrag vom POYNTING-Vektor S=ExH=0 ausgeht. Gleichung 19 fiir
die wirkende Gesamtkraft vereinfacht sich hierdurch und es gilt

F:#de—w;// §dV:#Td/T
|4 oV

ov
=0
Mithilfe der GAUssschen Methode bestimmt man zuniichst die elektrische Feldstirke E = E.ée, in-
nerhalb des Kondensators, wobei diese nur zwischen beiden Platten wirksam ist und Randeffekte ver-
einfachend vernachldssigt werden. Als Volumen V' wird ein Bereich gewéhlt, welcher eine der Platten
(z.B. bei = 0) vollstéandig umschliefit und an deren Geometrie angepasst ist.

Es gilt dann

/// div DAV = #ﬁd/f = /// oydV

\% ov |4

#5Ex€dié’x =ecbEA = ///Ué(x)dv = //JdA =0A
1% A
(o

ov
= E = =g,
g
Hiermit ist nun
E, E2 00
E*=E. , EoE=[0]|(E, 0 0)=[0 0 0| , BoB=0
0 0 00
und der MAXWELLsche Spannungstensor lautet
1. E§001E§OO 5E§00
T:e[EoE—Q]lEﬂ:s 0 0 0f=51]0 E2 0 =510 -E2 0
0 00 0 0 E? 0 0 —E?

Die Kraft zwischen beiden Kondensatorplatten berechnet sich schliefllich aus dem Oberflachenintegral
dieses Tensors iiber die geschlossene Oberfliche V', wobei der Integrationsbereich V' wie zuvor eine
der Platten beinhaltet. Es folgt

E2 0 0

_ A\ . (B . 2
#\o o —r2) \o 7\ o =



Aufgabe 2

Die Grenzflachenkrafte innerhalb des dargestellten Kondensators mit unterschiedlichen Dielektrika
€1 und &9 berechnen sich ganz analog zur vorhergehenden Aufgabe. Wiederum sollen Randeffekte
vernachlassigt werden und das elektrische Feld lediglich zwischen den Kondensatorplatten wirksam
sein. Fiir die elektrischen Feldstédrken in beiden Dielektrika bestimmt man

El = Elxgx = 345:): EZ = Engx = ;gx
mit der Flache A und der Plattenladung @). Es sind damit die Spannungstensoren in den Teilgebieten
2 2
e E7, 02 0 & Es. 02 0
T, = ) 0 —Ei, 0 Ty = ) 0 —E;3, 0
0 0 —E? 0 0 —E2,
A Ay | a4,
o—H ! & Y —o
L Pe ) B
[« i -
T ~~

h—0

(a) Fiir die Berechnung der Kraft auf die Trennfliche zwischen beiden Dielektrika wihlt man den
Integrationsbereich des Oberflachenintegrals nun derart, dass die Mediengrenzschicht vollstandig
umschlossen wird und die Oberflachenstiicke innerhalb des Kondensators parallel zu dieser liegen.
Dies konnte je nach Plattengeometrie also beispielsweise ein diinner Quader oder Zylinder mit
infinitesimaler Héhe h — 0 sein. In diesem Fall verschwindet der Fluss durch die Mantelfldche
und es miissen nur Grund- und Deckflache betrachtet werden.

Mit dffg =dAe, = —dffl fiir die Oberflachenelemente folgt die Gesamtkraft damit zu

ﬁ = #ngz //Tldgl+//T2dj2 ://ngg—//Tld/_(
oV A Ag A A

1

) 10 0 [dA) _ 1 0 0) /dA
:;//ngO—l 0 0 —;/EfIO—l 0 0
o o 0o -1/ \o o o 0o -1/ \o
Q2<1 1)_,_@251—62_,

€x = €x
£9 €1 2A £1€2

(b) Auf gleiche Weise verfahrt man zur Berechnung der Krifte auf die Kondensatorplatten, wobei
das Integrationsvolumen hier nun jeweils die linke bzw. rechte Platte umschlieftt und das Feld
aufserhalb des Kondensators Null ist. Wieder ist die Orientierung der Oberflichenelemente zu
beachten. Es gilt dA; = dAé, = —d A4, und dementsprechend folgt fiir beide Kréfte

~ B L g , 1 0 0 dA
P = #TdA://TIdAI:Q//EM 0 -1 0 0
bv A A 00 -1/ \0
P 92 - Q2 -
= 5 1x€$:%e$
2 Q*
F2 = _—mex



Aufgabe 3

Damit das Dielektrikum, welches den Kondensator wie dargestellt ausfiillt, in den Plattenzwischenraum
hineingezogen wird, muss eine Kraft in positive y-Richtung auf die Grenzschicht zwischen beiden
Medien wirken. Man bestimmt zunéichst wieder die elektrischen Feldstédrken in den Halbrdumen, die als
zwei parallel geschaltete Kondensatoren mit den Plattenflachen A; und As sowie den Teilladungen Q)
und @ aufgefasst werden konnen. Aufgrund der konstanten Kondensatorspannung U = | Ed7 = const.
folgt die Gleichheit beider Feldstérken

=1 1 - 2 o -1 -
E = Q €x = Q €r = Ly = Eé,
e1 4y e24

und die Spannungstensoren in den Dielektrika lauten demzufolge

] . E2 0 0
T1/2:El/2 |:EOE—2]IE2:| :# —E% 0
0 0 —E?
Y
X
€1
B 44 Ay
T
dAé[ Ao
E,
€2

Als Integrationsbereich wihlt man wiederum ein die Grenzfliche umschliefsendes Volumen infinitesima-
ler Hohe h — 0, bei dem die Oberflichenelemente dA} = dA’€, = —dA; von Grund- und Deckfléche
nun allerdings in y-Richtung orientiert sind. Hiermit berechnet sich die Gesamtkraft zu

F = #Tdﬂ: //Tldff’1+//T2dA”2 = //(T1 — Ty)d A’
Al Al Al

ov
Jor 1 0 0 1 0 0 0
= ;// e7 {0 =1 0 | —e2|0 =1 O dA’
A 0 0 -1 0 0 -1 0
E2 . Q2 A, . Q2 A/ .
>0 >0
Anhand der erhaltenen Ausdriicke fiir die Kraft F wird deutlich, dass diese nur dann in positive y-

Richtung wirkt, wenn die Differenz der Permittivitdten eo — 1 positiv ist, d.h. das Dielektrikum wird
in den Kondensator hineingezogen, sofern die Bedingung €2 > £ gilt.




Aufgabe 4

Fiir die beschriebene Hohlkugel, deren Radius R sei und die auf ihrer unteren Hélfte eine Oberflichen-
ladung der Ladungsdichte oy sowie auf der oberen Héilfte eine Ladung mit Ladungsdichte o9 trage,
betrachtet man zunéchst den einfachen Fall 0y = 09 = . Sind beide Teilladungen demzufolge gleich
grofs, ist die elektrische Feldstérke im Inneren der Kugel Null. Aufserhalb hingegen betrégt sie

/// div DAV = # DdA = /// oydV
1% ov \%4
£ # E,é.dAé, = cE, 4mr? = /// od(r — R)dV = // cdAd=c4rR?>=Q
oV |4 A

Der Spannungstensor im Aufsenraum bestimmt sich in Kugelkoordinaten nun ganz analog geméfs

1 A E?2 0 0
T:e[EoE—QnEﬂ:Q 0 —-E? 0
0 0 —E?

Als Integrationsbereich wird eine konzentrische Halbkugelschale gewéhlt, welche die obere Kugelhélfte
umfasst. Lasst man die Dicke dieser Schale gegen Null gehen, so fillt die dufiere Integrationsfliche mit
der Kugeloberfliche zusammen. Bei der Berechnung der Kraft, die von der unteren Hélfte der Kugel
auf die obere ausgeiibt wird, ist demnach die Feldstarke bei r = R auszuwerten und es folgt

. E?2 0 0 dA .
F = #TdA:Q// 0 —-E2 0 0 :2/ E%(r=R)é.dA
v A 0 0 -E 0
52 3 27 cos p sin ¥ o212 3 2r coscpsm 2y
= — / / singpsin® | R?sin 9dedd = / / sm @sin? 9 | dedy
2e 2¢e
0 cos 0 0 % sin(20)
sin @ sin 19 2
= U2R / — cos psin? / d?
¢ o L\ »isin(29) o\ sin( 219
no? R? 7702R2
= —— 219 _'Z = 2
5 { cos( )} . € 5

Erweitert man die Aufgabe schliefslich auf den Fall ungleicher Ladungsdichten o1 # o9, handelt es sich
hierbei um ein sogenanntes Zweikdrperproblem. Fiir dessen Losung kann das zuvor erhaltene Ergebnis
genutzt werden und muss dieses lediglich mit einem zusétzlichen Skalierungsfaktor versehen werden.
Die wirkende Kraft betréagt dann



2 Aufgaben zu Wellenpaketen

In Medien, in denen die Wellenzahl k£ nichtlinear von der Frequenz w einer elektromagnetischen Welle
abhéngt, ist auch die Phasengeschwindigkeit vp frequenzabhéngig. Dieser als Dispersion bekannte Ef-
fekt fithrt dazu, dass Wellenpakete, welche aus einer Uberlagerung zahlreicher Wellen unterschiedlicher
Frequenz bestehen, wiahrend der Propagation durch ein dispersives Medium ihre Gestalt verdndern, da
sich bestimmte Teilwellen stets schneller oder langsamer als andere ausbreiten.

Zur weiteren Diskussion dieses physikalischen Effektes werden haufig Wellenpakete betrachtet, deren
Gewichtsfunktion bzw. Einhiillende die Form einer GAUSS-Verteilung aufweist. Ein solches GAUSSsches
Wellenpaket u(x,t) sei zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 geméfs

:1;2
u(z,t =0) =e 20802

definiert, wobei Az als Maf fiir die ,Ortsunschérfe” des Wellenpaketes aufgefasst wird. Die Entwicklung
vom Impulsraum in den Ortsraum ist durch

17 o
u(z,t) = — | u(k e Hhw vkt g, 1
(@)= <= [ ulk) o
gegeben, wobei u(k) die FOURIER-Transformierte von u(x,t = 0) bezeichnet.

(a) Um nachzuweisen, dass das Wellenpaket auch im Impulsraum ein GAUsssches Profil hat, wird des-
sen Definitionsgleichung mithilfe der Entwicklungsrelation vom Orts- in den Impulsraum trans-
formiert und der entstehende Ausdruck soweit umgeformt, bis dieser die Gestalt einer GAUSS-
Verteilung annimmt. Fiir die Hintransformation gilt analog zur gegebenen Riicktransformation

u(k,t) = \/12? / u(x, t)eFr Bty (2)

sodass sich hieraus zum Zeitpunkt ¢t = 0 ergibt

17 . 17 2
u(k:,tzO):\/%/u(x,tzo)eJk dx:\/%/exp <_2(Ax)2 —|—ka> dz

Im Exponenten des Integranden fithrt man nun eine quadratische Ergédnzung wie folgt durch

22 i T 2 T jkv2Az jkAx 2 jkAx 2
a4 = (i) 2 (am) M (0F) - (%)
x kAz\? o, (kAz\? r — jk(Az)? 2 k%(Ax)?
- <\/§Ax_ \/§> - <\@> :< V2Az ) T
(z —jk(Ax)2)2 N k% (Ax)?
2(Ax)? 2
In die Transformationsgleichung eingesetzt, liefert dies
u(k) = L /Ooexp <_ (x_jk(A$)2)2 _kQ(Afﬁ)2> dz
V2r 2(Ax)? 2

B k?(Ax)? 1 i (:r — jk(Ax)2)2
= exp ( 5 ) NoT: / exp ( 3(Az)? )daz

<o (F5) G Jow (BT




Uber die Substituion

/
1
I = Aix —Jk‘A.’E , % = A—w — dz = Axdz’
erhalt man den Ausdruck
20 Ap)2 17 )
u(k) = Az exp <—k (A7) > / exp (—x> da’
2 \ 27 2
der sich mithilfe der Identitat
7 (z— )2 2 =x— n 22
. / e 27 dg UM L / e 2dr =1
2o o=1 /21

schliellich weiter vereinfacht zu
2 A 2
u(k) = Az exp (16(2:U)>

Identifiziert man letztlich noch die Ortsunschéarfe Ax als Reziprokes der Impulsunschérfe Ak,

folgt als Ergebnis
e LR
= AR PP\ T oAk

Die Bezichung AzAk = 1 bedeutet dabei, dass ein im Ortsraum sehr genau lokalisiertes Wel-
lenpaket u(x) mit geringer Ortsunschérfe im Impulsraum nur ,yverschmiert” bzw. delokalisiert
erscheint, also eine hohe Impulsunscharfe aufweist. Gleichermafsen wére ein Wellenpaket mit
definiertem £ (d.h. sehr schmaler GAUSs-Peak mit Ak — 0) raumlich nicht mehr lokalisierbar.

(b) Da sich die Teilwellen des Wellenpaketes aufgrund der Dispersion nicht mit einer einheitlichen
Phasengeschwindigkeit vp ausbreiten, ist es sinnvoll nur das Maximum der Gewichtsfunktion u(x)
mit Wellenzahl kg und Frequenz wg néher zu betrachten. Dieses bewegt sich mit einer konstanten
Geschwindigkeit - der sogenannten Gruppengeschwindigkeit vy - im Medium fort. Dies lasst sich
zeigen, indem die Relation w(k) in erster Ordnung in & um ko entwickelt wird. Es gilt

wlk) = wko)+ B k)b~ o v (k — ko)
~—— dk |,

=wo Af—/
=vg

Einsetzen in die Transformationsrelation (1) liefert

u(x,t) = \/12? u(k) exp J (w(k)t — k:L‘)]dk:
~ \/12?_ u(k) exp _] (w0t+vgt(k—ko)—(/e—k0+ko)x>}dk
~ \/12? u(k) exp [j(wot— ko) — J(k—ko) (z —vgt) | dk

=/

Q

exp [j(wot—kw)} \/12? / u(k) exp ( —j(k:—k‘o)z:’> dk

= u(z,t) =~ exp [j(wot—kox)} (a1 =0) = @9 u(x—vy4t,0)

Hieraus wird ersichtlich, dass sich das Maximum des Wellenpaketes bis auf einen Phasenfaktor
in der Zeit t um die Strecke vyt vom Ursprung entfernt.



(c¢) Um abzuschétzen, wie schnell sich das Wellenpaket verbreitert, wird die TAYLOR-Entwicklung

von w(k) der vorangegangenen Teilaufgabe bis zum quadratischen Term durchgefiihrt:

2
w(k) ~ w(ko) + d‘ggf) (k — ko) % d;;{g’” (k — ko)? = wo + vg(k — ko) + B(k — ko)?
ko ~ ko

Der zusétzliche Faktor 3, der sich durch die zweite Ableitung nach k ergibt, wird dabei haufig als
Dispersionsparameter bezeichnet. Setzt man diesen Ausdruck in Gleichung (1) ein, erhélt man

u(w,t) = 127r /u(k) exp :j(w(k:)t—k::p)}dk
= 127r / u(k) exp ‘] (wot +vgt(k—ko) + Bt(k—ko)* — (k*ko+k0)$)}dk
~ \/12?00 u(k) exp :j(wot — ko) —j&:@(k‘—kzo) +jﬁt(k‘—k0)2] Ak
A~ exp [j(wot - kox)} \/;77 u(k) exp [—jx’(k‘—ko)} exp [jﬁt(k—ko)z}dk

Mit der in Teilaufgabe a) ermittelten Relation u(k) und der Substitution a := 2(Ak)? ist nun

u(k) exp [j8L(k—ko)?] 1 [_(/f—k:o)2

~ Ak Ak

+jﬂt<k—ko)2] = e |- <i—j/3t> (h—ko)?
—_——

=:a

und es ergibt sich

. 1 '
u(z,t) ~ exp [J(wot—kox)} NI / exp [— a(k—ko)ﬂ exp [—Jx'(k—kzo)}dk
Unter Nutzung der Beziehung
/ exp ( — az? —ijx)da: = \/Zexp <_a)

mit z = k—ko und 2b = 2’/ = x—v,t wird hieraus schlieklich

u(x’t)%exp[j(wot—kox)} L. <_(f’3_”9t)2>

NoTTN 1a

Da sich mit dem ,Verlaufen“ des Impulses auch dessen Energieverteilung immer mehr in den
Raum ausbreitet, die Energie einer Welle jedoch streng mit ihrem Amplituden-Betragsquadrat
korreliert, wird zur Bestimmung der Verbreiterungsgeschwindigkeit des Wellenpaketes im Folgen-
den das Betragsquadrat von u(z,t) gebildet. Dieses ist

lu(z,t)|* = u(z, t) - u(x,t)*

B 1 (- vgt)? (- vgt)?
= VeavRar (Ak P < m da* )



Die interessierende Impulsbreite wird im Wesentlichen durch das Argument der Exponentialfunk-
tion bestimmt, weshalb es geniigt, dieses weiter auszuwerten. Man formt zunéchst weiter um und
erhélt

@t (1 1\ (@ovgt)ata  (w—wgt)? g —ift+ 4 +iBt
4o \etar) 0 e 4 (58 (5B
_ (z — vyt)? 1 _ (z — vgt)?

20 L+pnr 2(lape)

— vgt)? /1
= —w mit To = (| — + af?t2
2x§ «

Der Term x — vyt ist konstant, also berechnet sich die zeitliche Anderung des Argumentes iiber
die Ableitung von xg zu

1 1 2a3? 2
dzo _ d |2 fap2| == af’t  _ af
dt dt « 2\/l+aﬂ2t2

1
ap T af?

Mit a = 2(Ak)? gilt fiir die Einheiten [a] = 5 und [3] = %2 und die Dimension des obigen
Ausdrucks ist mit [7g] = % auch die einer Geschwindigkeit. Betrachtet man zum Schluss noch
den zeitlichen Grenzwert

lim <dx0> = lim B Vap = V2pAk = V28

t—oo \ dit t—o00 /ﬁ—l—aﬂz Az

wird deutlich, dass die Geschwindigkeit der Impulsverbreiterung direkt vom Dispersionsparame-
ter 8 abhéngt, in stark dispersiven Medien also umso hoher ist. Gleichzeitig besteht eine indirekte
Proportionalitét zur Ortsunschirfe Az, d.h. ein rdumlich sehr eng lokalisiertes Wellenpaket wird
sich wesentlich schneller verbreitern als ein weniger schmales.
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